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SUR LE PREMIER REVETEMENT DE L’ESPACE DE MODULES DE
DRINFELD

ARNAUD VANHAECKE

La tour des revétements de I'espace de Drinfeld s’est avérée fondamentale dans 1’étude de la
correspondance de Langlands locale. On s’intéresse ici & la construction et a4 ’étude d’un modéle
formel du premier revétement de l’espace symétrique de Drinfeld. Ce mémoire est composé de
deux parties (presque) indépendantes.

Dans la premiére partie on étudie les schémas en F-vectoriels sur un corps parfait, k, de
caractéristique p. Ce sont des schémas en groupes finis munis d’une action vectorielle d’un corps
fini, F. On commencera par quelques rappels sur les schémas en groupes finis définis sur un corps
parfait de caractéristique p et on discutera de leur classification. L’outil principal pour étudier
ces objets est le module de Dieudonné. Si G est un schéma en F-vectoriels de k-algébre de Hopf
A, alors A est muni d’une action de . Si on note FV les caractéres multiplicatifs du groupe F*,
cette action donne lieu & une graduation de A de type FV :

A= P 4,.

X€EFY

On associe a cette décomposition un caractére qui encode la dimension des composantes isoty-
piques :
Chi(G) = Y dimy(Ay)[x] € N[FV].
xEFY
D’autre part, le module de Dieudonné de G, que 'on notera M, est muni d’une action de F. Si
on note Ft C FV les caractéres qui respectent ’addition, alors on montre que M est muni d’une
graduation sur F™ compatible au Frobenius et au décalage :

M= M,.

x€F+

Le premier théoréme principal de cette partie est une formule des caractéres, reliant les dimen-
sions des composantes isotypiques de ces deux décompositions. Je tiens & remercier Laurent
Fargues de m’avoir proposé cette formule élégante et de m’avoir guidé et encouragé tout au long
de sa démonstration.

Théoréme 0.1. Soit G un schéma en F-vectoriels sur un corps parfait k de caractéristique p et
M son module de Dieudonné. Notons pour tout x € F*, n, = dimy(M,). Alors

Chi(G) = [] (L+Dd+ D2+ + )™

L’intérét des schémas en F-vectoriels est d’étudier les points de torsion de modules formels.
Soit K une extension finie de Q,, D une algébre centrale simple sur K et Op son ordre maximal.
On note x le corps résiduel de K. On fixe II € Op une uniformisante. Soit X un Op-module
formel sur k. On donnera plusieurs conditions sur X, qui généralisent celles de Drinfeld, donnée
par Rapoport et Zink dans [RZ17]. On note ¥ = Homp, (F,F,), alors si on note L l'algébre de
Lie de X, elle se décompose :

L=,

Ped
On veut décrire la structure des points de torsion X[II], qui est un schéma en F = Op/II0p-
vectoriels. Soit M le module de Dieudonné de X|[II] alors on a le lemme suivant :

Date: 8 octobre 2018.
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Lemme 0.2. On conserve les notations précédentes. L’entier dimy(M,) est indépendant de
x € Ft si pour tout ¢ € ¥, dimy, L;= dim;, L_; ouT estun générateur de Gal(F/k).

Celui-ci avait déja été observé par Rapoport et Zink. Avec le théoréme précédent, il nous
permet de donner la structure de X[II] dans certains cas. Cette structure est celle de schéma de
Raynaud.

Les schémas en F-vectoriels sur une base plus générale sont étudiés par M. Raynaud dans
[Ray74]. Il donne des équations pour les schémas en F-vectoriels tels que les composantes isoty-
piques, de l'idéal d’augmentation, sont des faisceaux inversibles sur la base, que 'on appellera
schémas de Raynaud. Cette condition se vérifie point par point sur la base et donc I’étude pré-
cédente est de mise. En particulier, pour un Op-module formel, on peut déterminer si les points
de torsion forment un schéma de Raynaud. C’est le cas pour les Op-modules formels spéciaux
de Drinfeld :

Proposition 0.3. Soit X un Op-module formel strict, i.e. l’action de Op sur l’algébre de Lie
de X se fait par un unique plongement. Alors X[II] est un schéma de Raynaud si et seulement
si X est un Op-module spécial.

Le sens direct de cette proposition a déja été observé par Wang (cf. [Wanld]) et lui a permis
de décrire le lieu régulier du premier revétement.

La deuxiéme partie est la construction d’un modéle formel pour le premier revétement de
I’espace des modules de Drinfeld. On garde les notations précédentes. L’espace des modules de
Drinfeld est un schéma formel classifiant les déformations d’'un Op-module formel spécial. Le
premier revétement est construit & partir des points de torsion du Op-module formel spécial
universel. En vue de la proposition précédente, le probléme se raméne & trouver une structure de
niveau adaptée aux schémas de Raynaud. Dans la premiére section on rappelle deux structures :
celle de Katz et Mazur (cf. [KMS85]), utilisée pour étudier les problémes de modules de courbes
elliptiques, et celle plus récente de Kottwitz et Wake (cf. [KP17]). Dans la section suivante, on
fait quelques rappels sur les schémas de Raynaud. On introduit ensuite une notion de section
génératrice pour les schémas de Raynaud, donnée par une équation explicite, et on montre qu’elle
est équivalente aux structures de niveaux introduites précédemment. Ces équivalences avaient
déja été observées précédemment, par Pappas (cf [Pap95]) pour la structure de niveau de Katz-
Mazur et par Kottwitz et Wake (cf. [KP17]) pour leur structure de niveau. On donne de nouvelles
preuves de ces faits en utilisant le cas universel, donné par le champs de Raynaud, un champ
algébrique classifiant les schémas de Raynaud. Pour un schéma de Raynaud G, le sous-schéma
des générateurs G* est un sous-schéma fermé qui a les propriétés voulues.

La section suivante constitue aussi des rappels. On y définit les objets nécessaires pour la
géométrie formelle et rigide en suivante le livre de Abbess [Abb10]. On y rappelle la construction
de Raynaud des espaces rigides cohérents, comme localisation de la catégorie des schémas formels
idylliques quasi-compactes :

Q: (SchFor);dC — (Rig)°h,
A P’aide de topos pour le site admissible, on construit les espaces rigides quasi-séparés, (Rig)gs-
Ceci nous permet d’étendre le foncteur précédent dans le cas m-adique pour obtenir un foncteur
fibre générique "a la Berthelot" :

Q: (SchFor /R)'™ — (Rig /K ),

des schémas formels localement formellement de types finis sur un anneau a valuation discréte
R d’uniformisante 7 vers les espaces rigides quasi-séparés. On fera quelques rappels sur la nor-
malisation des schémas formels m-adiques dans leurs fibres génériques, ce qui & un sens car ces
schémas sont excellents d’aprés les travaux de Gabber.

On finit par ’étude et la construction du premier revétement. On commence par rappeler
la structure de 'espace de Drinfeld, .Z,,, et de sa fibre générique . Cette description est di &
Drinfeld (cf. [Dri76]) et expliquée par Boutot et Carayol (cf. [BC91]) en dimension 1. Si on note
X[IT] les points de torsion du Op-module spécial universel, le premier revétement est usuellement
défini par sa fibre générique X!, en enlevant la section unité de Q(X[II]). Usuellement le modéle
formel de cet espace est obtenu en considérant la normalisation de .#},, dans ¥'. On définit le
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premier revétement comme le sous-schéma des générateurs . = X[I]*, qui est en particulier
muni d’une description modulaire. On vérifie que sa fibre générique est bien X! et qu'il est
normal, obtenant ainsi le modéle formel usuellement considéré. Cette description nous permet
d’étudier ¢a géométrie et la fibre spéciale :

Théoréme 0.4. Le premier revétement de Drinfeld .47, est normal et Cohen-Macaulay. Le
morphisme w: MY — My, est plat et induit un homéomorphisme universel en fibre spéciale.
De plus, ML, n'est pas régulier.

On prouve en effet que .#}, n’est pas Gorenstein. Le lieu singulier de .#}  correspond au
sous-schéma fermé obtenu comme intersection des composantes irréductibles de la fibre spéciale :
c’est le lieu qui paramétre les O p-modules formels spéciaux avec au moins deux indices critiques.

Le lieu lisse avait déja été décrit par Wang dans [Wan14]. Il avait montré qu’aprés normalisa-
tion dans un changement de base dans une extension modérément ramifiée, la fibre spécial des
composantes connexes du lieu lisse sont les revétements usuelles des variétés de Deligne-Lusztig.
Un travail en cours est de montrer que, aprés normalisation dans le méme changement de base,
sans se restreindre au lieu lisse, on obtient les compactifications usuelles de ces revétements dans
la fibre spéciale.

Je tiens a remercier M. Rapoport de m’avoir introduit & cette question, de m’avoir fait part
de ses idées sur la construction de ce modéle formel et pour avoir corrigé avec attention une
version antérieure de ce texte lors de mon stage de M1 & Bonn. Je garde un trés bon souvenir
de ce séjour. Je remercie de plus toutes les personnes ayant pris le temps de lire, corriger ou
simplement discuter avec moi de ce travail, de leurs intéréts et de leurs encouragements : J.-F.
Dat, G. Dospinescu, A. Genestier, V. Lafforgue, A. Mézard, P. Scholze, B. Stroh, mais aussi mon
pére P. Vanhaecke. Je remercie aussi mes amis mathématiques, qu’ils soient dans le domaine
ou non, pour leur soutien et les échanges en tout genre, qui m’ont tenus tout au long de ce
travail : Antoine, Dimitri, Denis, Léonard et Sebastian. Comme annoncé plus tot, je remercie
mon directeur de mémoire, L. Fargues pour m’avoir apporté ses précieux conseils.
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Premiére partie 1. Schémas en F-vectoriels et Op-modules formels
1. PRELIMINAIRES

Dans cette section on rappelle quelques constructions et résultats classiques que I'on utilisera
dans la suite. On fixe p un nombre premier et k un corps parfait de caractéristique p.

1.1. Vecteurs et co-vecteurs de Witt.

1.1.1.  Soit Ann la catégorie des anneaux (commutatifs unitaires). On considére le foncteur
co: Ann — Ann donné sur les objets par R ~ RN, ot RN est muni de la structure d’anneau
produit, et p ~» pY sur les morphismes. On va définir un foncteur W: Ann — Ann tel que
W = ¢y en tant que foncteurs d’ensembles mais pas en tant que foncteurs d’anneaux.

Soit pour tout entier n > 0 le n-iéme polynome de Witt w,, € Z[Xy,...,X,] défini par

n
n n—1 . n—1i
w, = X) +pX? +~~'+p”Xn:Zple .
i=0
Posons pour tout anneau R I'application wg: RY — RN définie par w = (wo, w1, ..., w;,...).
Alors w définit une transformation naturelle w: ¢y = ¢¢ en tant que foncteurs d’ensembles. De
plus 'image de wg est

{(aOaala"'vaia"') GCO(R) ‘ afLEan-‘rl mod pn+1}'

On peut facilement montrer que c’est un sous-anneau de co(R) (cf. [Sch17, 1.1.5]). Soit R =
Z|X;]ien Panneau universel, celui-ci représente ¢ et d’aprés le lemme de Yoneda w est déterminé
par wguniv. D’apres [Sch17, 1.1.3], wguniv est une injection car p n’est pas un diviseur de zéro dans
R"™V_ Ainsi on peut munir R"™" d’une structure d’anneau telle que wxuniv Soit un morphisme
d’anneau. Ainsi par le lemme Yoneda on a défini W: Ann — Ann, les vecteurs de Witt, tels
que w: W = ¢ soit une transformation naturelle de foncteurs d’anneaux. Pour R un anneau
on notera tout a € W(R) comme un vecteur @ = [ag, @1, ..., Q.. .].
On rappelle les opérations classiques sur les vecteurs de Witt. Soit R un anneau, on définit

e l'application multiplicative []: R — W(R) pour tout a = [ag,a1,...,a;,...] € W(R) par
[(l()] = [(],0,0,...70...}7

e lapplication og: W(R) — W(R) comme on a obtenu la structure d’anneau, en utilisant le cas
universel : pour tout a = (ag,a1,...,a;,...) € co(R) on pose fr(a) = (a1,a2,...,ai41,--.),
et op est défini de sorte a ce que le diagramme

W(R) 25 W(R)
le le (L.1)

co(R) —1 ¢o(R)

commute,
e lapplication 7p: W(R) — W(R) pour tout a = [ag,a1,...,a;...] € W(R) par 7(a) =
[0,@0,...7%—,1,...].
On peut donner une description similaire a celle de o en posant pour tout a = (ag, ai,...,a;,...) €
co(R), vr(a) = (0,pag,...,pa;—1,...). Il est alors facile de vérifier que le diagramme
W(R) —= W(R)
le J/wR (12)
co(R) —= co(R)
commute. Comme frovr = ponacroTg = p-idw(g). SipR =0onaoc(a) = [af,af,...,af,...]

et Too =p.

Soit n > 0 un entier, soit R un anneau. On note W,(R) = W(R)/7" W(R) Panneau des
vecteurs de Witt tronqués. L’association R ~» W, (R) définit un foncteur Ann — Ann. Tout
élément a € W, (R) s’écrit de maniére unique comme un vecteur fini a = [ag,...,an—1] de
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longueur n et W,, est naturellement muni de 7, o, et []. De plus {W(R),+1 — W, (R)} forment
un systéme projectif et
W(R) = lim W, (R).
n
Ceci munit W(R) d’une structure d’anneau linéairement topologisée, complet et séparé. Si R est
une algebre sur k, W(R) est naturellement une algébre sur W(k) qui est linéairement topologisée.

1.1.2. Co-vecteurs de Witt. Pour tout n > 0 entier et tout anneau R on définit l'applica-
tion 7,,: W,(R) — W,41(R) donnée pour tout a = [ag,...,an—1] € W,(R) par 7,(a) =
[0,a0,...,an—1]. La famille {7,,: W,,(R) - W,,11(R)} est un systéme injectif, la limite de ce
systéme définit les groupes
CW"(R) = h_r)an(R)
n
L’association R ~» CW"(R) définit naturellement un foncteur Ann — GrpAb dans la ca-
tégorie des groupes abéliens. Un élément © € CWY(R) se représente comme un co-vecteur
x=[..,2_4...,x_1,x0) tel qu’il existe N > 0 avec x_; =0 pour ¢ > N.
On étend les co-vecteurs en posant pour tout entier » > 0 et n C R idéal nilpotent

CW,n(R)={[...,x_iy...,x_1,m0) € RN |Vi =1, z_; €n}.
Les co-vecteurs de Witt sont alors définis par

CW(R) = lim CW,o(R),

s

ou la limite se fait par rapport aux inclusions. Notons que en tant qu’ensemble CW, ,(R) =

R" x n et que cette définition munit CW(R) d’une structure d’espace topologique telle que
CW"(R) C CW(R) est dense. On admet que la structure d’anneau s’é¢tend a CW(R); plus
précisément on a d’apres [Fon77, IIT 1.5].

Proposition 1.1. L’association R ~~ CW(R) définit un foncteur Ann — GrpAb tel que
CW“(R) C CW(R) est un sous-groupe topologique dense pour tout anneau R.

O
Ceci définit CW: Ann — GrpAb, le foncteur des covecteurs de Witt.

1.2. Modules de Dieudonné.

1.2.1. On note o = oi: W(k) = W(k), c’est le relévement du morphisme de Frobenius de k.
Soit Dy, ’algébre de Dieudonné ; c’est ’algébre non-commutative W(k)(F, V) ou F et V vérifient
pour tout a € W(k) les relations

Fa=o(a)F, Vo(a)=aV, FV =VF =p.

L’algébre de Dieudonné est une W(k)-algébre linéairement topologisée pour la topologie V-
adique. Sauf mention du contraire les Di-module seront des Di-modules a droite. On notera
aussi k(F) C Dy (resp. k(V) C D) le sous-anneau engendré par F (resp. V).

1.2.2. Soit R est une k algébre pour tout entier n > 0 on peut naturellement munir W, (R)
d’une structure de W(k)-module. On vérifie que les {7}, },>0 sont o~': W(k) — W(k) linéaires
[Fon77, III 2.1]. Ainsi CW"(R) est naturellement un W(k)-module et on peut étendre cette
construction & CW(R) (cf [Fon77, IIT 2.1]).

Proposition 1.2. On a un foncteur
CWy: (Alg /k) — (TopMod /Dy)
des k-algebres vers les Dg-modules linéairement topologisées.

O
On renvoie & [Fon77| pour la proposition précédente. En particulier on définit laction de F
et V pour tout x =[...,z_;,...,2_1,20] € CW(R) par

Fr=1[..2", .. . 2" af], Ve=[..,0_¢_1),..., T 2,T_1].

—1)
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1.2.3.

Définition 1.3. Soit M un Dg-module linéairement topologisée. On dit qu’il est V-réduit si
(1) M/V M est de dimension finie sur k,

(2) V: M — M est injectif,

(3) M est complet et séparé pour la topologie V-adique.

En particulier, un Dg-module V-réduit est k(F)-profini. Soit M un Dg-module V-réduit, soit
Y1y, 7da € M une famille telle que sa réduction modulo V' - M forme une k-base de M/V M.
Alors tout élément v € M s’écrit de maniére unique sous la forme

d
v = Z ZVm[cm,i]'yi,oﬁ Cm,i € k.
m>0 i=1
1.2.4. Dualité. On pose Wy oo = W(k)[%]/ W (k) le module dualisant. Il est naturellement muni
des endomorphismes o et 7 ce qui en fait un Dg-module. Pour M un Dg-module, on pose M* =
Homp, —moa (M, Wy o) le module dual. L’association M ~» M* définit un foncteur contravariant
exact de la catégorie des Di-modules dans elle-méme. En particulier on définit FP et VP pour
f € M* par
() =cofoVi  (Vf)(f)=rofoF.

1.3. Foncteurs en groupes. Tout les groupes considérés seront supposés commutatifs.

1.3.1.

Définition 1.4. Un k-foncteur en groupes G est un foncteur covariant
G: (Alg /k) — GrpAb

de la catégorie des k-algeébres dans la catégorie des groupes abéliens. S’il est représentable on
dira que c’est un schéma en groupes affines sur k et si’l est représentable par une k-algébre finiee
on dira que c’est un schéma en groupes fini. Dans le cas d’un schéma en groupes fini, on définit
lordre de G comme étant la dimension de son algébre en tant que k-espace vectoriel.

Un k-foncteur en groupes formels X est un foncteur de la catégorie des algébre finiss sur &
vers celle des groupes abéliens

X: (Fin /k) — GrpAb.

Si X est pro-représentable par une k-algébre profinie on dit que c’est un schéma en groupes formel
sur k. Les éléments de (Fin /k) seront considérés comme des anneaux topologiques munis de la
topologie discréte.

Remarque 1.5.

e On remarque que si un schéma en groupes formels est représenté par une algébre finie sur &,
alors on peut I’étendre en un schéma en groupes fini.
e Soit X un k-foncteur en groupes formels. Si R est un anneau profini sur k on pose
X(R) = lim X(R/a),
acQr

ou Qg désigne les idéaux ouverts de R. Ainsi on a étendu X en un foncteur
X: (pro-Fin /k) — GrpAb,

de la catégorie des algébres profinis sur k vers celle des groupes abéliens. On montre sans
difficulté que ce foncteur commute avec les limites projectives filtrantes (cf. [Fon77, 1T 4.1]).

e On remarque que si on pose
A= lim Ala,
acQy

la complétion profinie de A, alors les k-foncteurs en groupes formels définis par A et A sont
isomorphes.
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e On peut associer & un k-foncteur en groupes un k-foncteur en groupes formels en le restrei-
gnant aux k-algébre finie. Ceci nous donne un foncteur, le complété formel de G, que 'on
note

G~ G.
D’aprés la remarque précédente, si G est un schéma en groupes représenté par A, G est un
schéma en groupes formels représenté par A.

Un morphisme entre k-foncteurs en groupes (resp. en groupes formels) est une transformation
naturelle

n:G— G

telle que pour toute k-algébre R I'application ng: G(R) — G'(R) est un morphisme de groupes.
Ainsi les k-foncteurs en groupes (resp. en groupes formels) forment une catégorie. La sous-
catégorie des schémas en groupes (resp. en groupes formels) est une sous-catégorie pleine d’aprés
le lemme de Yoneda. Sans détailler rappelons la proposition suivante (cf. JABD ™66, Exposé VIIg
2.4.2]) qui nous permet en particulier de parler de noyaux et co-noyaux.

Proposition 1.6. Les catégories des schémas en groupes affines et finis sur k sont abéliennes.
De méme la catégorie des schémas en groupes formels sur k est abélienne.

O

1.3.2. Pour un schéma en groupes affine sur k, la loi de groupe fonctorielle et ses axiomes
se transportent sur sa k-algébre en une structure de k-algébre de Hopf commutative et co-
commutative au sens de [Mill7, Chap. 3 b]. De méme pour un schéma en groupes formels sur
k on associe une k-algebre de Hopf formelle commutative et co-commutative (appelé bigébre
formel dans [Fon77, II]), qui consiste en les mémes axiomes qu’une algébre de Hopf mais ou
tout les produits tensoriels sont complétés et tous les morphismes sont continues. On renvoie
a [Fon77, 11 2 | et [Fon77, II 4 | pour cette proposition qui est une conséquence du lemme de
Yoneda.

Proposition 1.7.

e Le foncteur A ~~ Hom(A,-) de la catégorie des k-algébre dans la catégorie des foncteurs
induit une équivalence de catégories.

{schéma en groupes affine sur k} «» {k-algébre de Hopf commutative et co-commutative}.
La quasi-inverse est donnée par G ~ G(k[X]).

e De méme le foncteur B ~ Hom®™(B,-) de la catégorie des k-algébres profinies dans la
catégorie des foncteurs induit une équivalence de catégories.

{k-algebre de Hopf formelle commutative et co-commutative} <= {schéma en groupes formels sur k}.
La quasi-inverse est donnée par X ~ X (k[X]).

O
Soit G un schéma en groupes affine sur k et A sa k-algébre de Hopf associée. On notera
toujours m: A ®; A — A la multiplication et A: A — A ®; A la co-multiplication. L’unité et
la co-unité définissent et sont déterminées par une décomposition A = k @ AT ou A", l'idéal
d’augmentation de A, est le noyau de la co-unité et k C A est I'image de I'unité. On ne précisera
pas en général ’antipode.
De méme si X est un schéma en groupes formels sur k£ de k-algébre de Hopf formelle B on
notera m: B&pB — B la multiplication, A: B — B®;B la co-multiplication et Bt I'idéal
d’augmentation.

Exemple 1.8. Le foncteur Wy, définit un schéma en groupes affine sur k& et CWy, définit un k-
foncteur en groupes. On considérera aussi CWy, le complété formel de CWy, comme un k-foncteur
en groupes formels.
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1.3.3. On a choisi ici le point de vue fonctoriel, décrivons la relation avec le point de vue
géométrique. Pour tout schéma X sur Speck on définit le foncteur contravariant
hx = Hom(-, X): (Sch /k) — (Ens).

Si ce foncteur est a valeur dans les groupes abéliens on dit que X est un schéma en groupe. A
toute k-algébre A on associe un schéma Specy, A sur k. On appelle les schémas de cette forme
des schémas affines. Ainsi le foncteur

X —» Hom(Ox (X),-)
des schémas en groupes dans les k-foncteurs en groupes induit une équivalence de catégories
{schéma en groupes représentable par un schéma affine } <= {k-foncteur en groupes représentables }.

La quasi-inverse est donnée par G — Spec;, G(k[X]). On renvoie & JABDT 66| pour plus de détails.
On adoptera parfois ce point de vue, notamment dans la deuxiéme partie.

1.3.4. On définit maintenant la dualité de Cartier. Soit X un schéma en groupes formels sur k
d’algébre de Hopf formelle B. Alors on pose

BP = Hom{™ (B, k),

oll k est muni de la topologie discréte. Alors B” est une algébre de Hopf sur k¥ muni de la
multiplication m? et de la co-multiplication AP définies pour f, f’ € AP par

mP(fe f)=fof oA, AP(f)=fom.
Ainsi AP définit GP, un schéma en groupes sur k. On a obtenu un foncteur contravariant de la

catégorie des schémas en groupes formels sur k vers la catégorie des schémas en groupes sur k.
Si G est un schéma en groupe d’algébre de Hopf A on peut de méme poser

AD = Homy (A, k),
que 'on munit de la topologie de la convergence simple. C’est alors une k-algébre de Hopf formelle
et on note le schéma en groupes formels associé GP. Ceci définit un foncteur contravariant de
la catégorie des schémas en groupes sur k vers la catégorie des schémas en groupes formels sur

k. Les deux foncteurs que 1'on vient de définir sont des quasi-inverses, on résume ce qui précéde
dans la proposition suivante (cf. [Fon77, II 5]).

Proposition 1.9. On a une anti-équivalence de catégories

{schémas en groupes formels sur k} <> {schémas en groupes affines sur k},

donnée par X ~ XP de quasi-inverse G ~ GP.

O

Soit G un schéma en groupes fini sur k& et A son algébre de Hopf. Le dual de Cartier

est donné par GP? = Homg, (G, G,,). Clest un schéma en groupes fini sur k représenté par

AP = Homy (A, k), lalgébre de Hopf duale. Elle est munie de la multiplication m?” et de la
co-multiplication AP qui sont définies pour f, f/ € AP par

mP(f@f)=f&f oA, AP(f) = fom.

L’association G~ GP définit un foncteur contravariant exact de la catégorie des schémas en
groupes finiss dans elle-méme.

1.3.5. On présente deux opérations fondamentales sur les schémas en groupes affine (resp.
formels). Soit G’ un schéma en groupes affine d’algebre de Hopf A. Soit o: k — k le Frobenius
de k, on définit G = Hom(A?, ) ou A = A ®j, » k. Alors le morphisme

A — A°
a +— af

définit un morphime de schémas en groupes Fg: G — G, le Frobenius de G sur k. Si X est un
schéma en groupes formels, on obtient de la méme fagon Fx: X — X?. Par la fonctorialité du
dual de Cartier on définit le décalage Vg : G7 — G comme le dual de F,p, respectivement Vy
le dual de F'xp. On peut donner une description explicite en terme de A de ce morphisme (cf.
[Fon'7, IT 7.5]). cette description permet alors de démontrer la proposition suivante :
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Proposition 1.10. Pour tout schéma en groupes affine (resp. formel) G sur k on a les relations
FoVe =VgFg =0.
O

1.3.6. On peut maintenant définir plusieurs types de groupes en fonction de l'action du Frobe-
nius et du décalage.

Définition 1.11. Soit G un schéma en groupes affine (resp. formel) sur k. Alors on dit qu'’il est
(a
(b

) étale si Fg est un isomorphisme,
)

(¢) conneze si G = lim ker Fg;,
)

multiplicatif si Vi est un isomorphisme,

. o n
(d) unipotent si G = lim ker V.
Remarque 1.12.

e Si G est un schéma en groupes formel il est connexe si et seulement si G(k) est le groupe
trivial.

e Si G est un schéma en groupes affine il est étale si et seulement si sa k-algébre de Hopf est
étale sur k. Si k est de caractéristique 0 ceci donne un sens aux groupes affines étales et on
verra dans ce cas que les schémas en groupes finiss sont tous étales.

e On remarque que le dual de Cartier d’'un schéma en groupes affine sur k qui est étale est un
schéma en groupes formels multiplicatif. De méme le dual d’un schéma en groupe connexe
est unipotent.

1.3.7. On a la proposition suivante (cf. [Fon77, IT 7]) qui permet de se ramener aux cas étale
et connexe.

Proposition 1.13. Soit G un schéma en groupes affine (resp. formel) sur k. On a une suite
exacte canonique

0-G°—=G—=G"=0
scindée, telle que G° est connexe et G est étale.
O
Le schéma en groupes affines G* est défini pour toute k-algébre R par G**(R) = G(R/t) ou
t est le radical de R et G° = lim ker F&. De maniére équivalente G° est la composante connexe
de I'identité dans G. Notons que comme k est parfait R/t s’identifie & la sous k-algébre étale
maximale de R, ce qui justifie que la suite est scindée.

1.3.8. Par la classifications des schémas étales sur k on peut classifier les schémas en groupes
affines étales sur k par leurs k-points munis de I'action linéaire et continue de ® = Gal(k/k). On
définit un k[®]-module discret comme un k[®]-module linéairement topologisée, on la proposition
suivante (cf. [Fon77, II 7.1]

Proposition 1.14. Le foncteur X ~» X(k) des schémas en groupes formels sur k dans les
k[®]-modules établit une équivalence de catégories

{schéma en groupes formels étales sur k} <= {k[®]-modules discrets}.

Soit T un k[®]-module discret sur k, on définit Ialgebre de Hopf formelle Homye) (T, k) pour la
topologie de la convergence simple. Ceci donne la quasi-inverse au foncteur précédent.

O

Remarque 1.15.

e Par la dualité de Cartier cette équivalence donne une classification des schémas en groupes
affines multiplicatifs sur k.

e Cette équivalence se restreint dans le cas fini
{schéma en groupes fini étales sur k} <= {k[®]-modules de longueur fini }.

Par la remarque précédente on a aussi une description des schémas en groupes finiss multi-
plicatifs sur k
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1.3.9. On veut maintenant comprendre les schémas en groupes formels connexes. De maniére
équivalente par dualité, on va étudier les schémas en groupes affines unipotents.

Définition 1.16. Soit G un k-foncteur en groupes affine, A sa k-algébre de Hopf. On pose
le k-espace vectoriel wg = AT/(AT)? les différenticlles invariantes en lunité et Lie(G) =
Homy (wa, k) son algébre de Lie.

De méme si X est un schéma en groupes formels de k-algébre de Hopf formelle B, on pose
wx = BT/(B+)? et Lie(X) = Hom{*™ (wx, k).

L’association G ~» Lie(G) (resp. G ~» wg) définit un foncteur contravariant (resp. covariant)
de la catégorie des schémas en groupes affines sur k dans celle des k-espaces vectoriels.
Remarque 1.17.

e Si (G est un schéma en groupes affines sur k d’algébre de Hopf A on définit Q4 , les différen-
tielles de Kdhler comme étant le A-module tel que pour tout A-module M et fonctoriellement
en M

Hom (4 /p, M) = Dery(A, M) = {d: A— M | d k-linéaire tel que d(xy) = xdy + ydx}.
Le théoreme de Cartier (cf. [Fon77, II 8.2]) assure alors que Q4 = wg ®y A.
e Notons que par dualité w,p = Lie(G) et wxp = Lie(X)
Définition 1.18. Soit M un k-espace vectoriel. On définit le schéma en groupes affines sur k
M: R~ R®; M,
ot R ®; M est munie de la structure additive.

Ce foncteur est représentable par I’algébre polynomiale Sym (M). Ce foncteur est "adjoint"
a G ~ Lie(G) dans le sens suivant, (cf. [DG70] IV, §3, 6.2]).

Proposition 1.19. Pour tout k-espace vectoriel M et tout schéma en groupes affines G on a
un isomorphisme naturel en M et G

Homy (Lie(G), M) = Homy.grp(M, G).
O

Définition 1.20. Soit G' un schéma en groupes affine, I'image de l'identité idy () par I'isomor-
phisme précédent définit le morphisme de Hodge-Tate

ag: Lie(G) — G,
qui est naturel en G par la proposition précédente.
Notons que si Vg = 0 ce morphisme est injectif.

Remarque 1.21. Le morphisme de Hodge-Tate est explicite si on le traduit géométriquement
et la proposition précédente décrit une adjonction au sens propre du terme dont « est 'unité.
Soit G un schéma en groupes sur k£ que ’on suppose fini , le morphisme de Hodge-Tate s’écrit

ag: G = wep.-

Il est défini pour tout © € G, vu par la dualité de Cartier comme un morphisme u: G — Gy,

par

) = LdT
ag(u) =u T

le tiré en arriére par u de la forme canonique de G,,. De plus pour tout k-espace vectoriel de
dimension fini on a
Homy (Lie(G), M) = Homgehgrp (G, M).

On veut maintenant classifier les k-foncteurs en groupes finis annulés par leur décalage. Pour
G un schéma en groupes affine le Frobenius F¢ induit une action sur Lie(G), ainsi le foncteur
G ~» Lie(G) sur les schémas en groupes affines sur k est a valeur dans la catégorie des modules
sur k(F) = Dy /(V,p). On va voir que ce module caractérise G s’il est annulé par V. De plus M
est un k(F)-module M est muni de deux Frobenius, 1'un induit par F' et Fi;. On a I’équivalence
suivante (cf. [DG70, IV, §3, 6.6-6.7])



SUR LE PREMIER REVETEMENT DE L’ESPACE DE MODULES DE DRINFELD 11

Proposition 1.22. Le foncteur G ~ Lie(G) de la catégorie des schémas en groupes affines sur
k vers la catégorie des k(F)-modules induit une anti-équivalence de catégories

{schémas en groupes affines G sur k tels que Vg = 0} <> {k(F')-modules}.

La quasi-inverse est donnée par
1

M ~ coker [(F—FM): M7 —>M} .

O
Le lemme suivant nous permet de décrire les schémas en groupes finiss unipotents.

Lemme 1.23. Soit G est un schéma en groupes fini unipotent, il existe une filtration Gy C G; C
-+ C Gy, = G par des sous k-foncteurs en groupes finis, ot Gqo est le k-foncteurs en groupes
trivial et telle que Vg, /q,_, = 0 pour tout i avec 0 <i < n .

O

Remarque 1.24. Si M est un k(F)-module, ﬂ le complété formel de M est un schéma en
groupes formel. Si X est un schéma en groupes formel les constructions précédentes marchent
encore en remplasant M par M et G par X. En particulier on a un morphisme de Hodge-Tate

—

ax: Lie(X) = X,
(cf. [ABDT66, Exposé VIIg 2.6.2-2.6.3]).

1.4. Groupes de Lie formels et p-divisibles. On rappelle quelques résultats sur les schémas
en groupes formels, notamment leur structure.

1.4.1. Le théoréme suivant est démontré dans [Fon77, II 9]

Théoréme 1.25. Soit X un schéma en groupes formel sur k et B son algébre de Hopf. 1l existe

un ensemble J et une application v: J — N tels que B soit isomorphe au quotient de k[z;]ecs
Lo . v(J)
par Uadhérence de lidéal engendré par {a¥ ’ Yies-

O
Remarque 1.26.

e On a exclu le cas ou k est de caractéristique 0, dans ce cas le théoréme sous sa forme dans
[Fon77, II 10] implique que tout schéma en groupes fini sur k est étale, au sens ou son algébre
de Hopf est étale sur k.

e Soit G un schéma en groupes fini connexe sur k, soit A son algébre de Hopf. Dans ce cas le
théoréme précédent nous donne qu’il existe un ensemble fini J et une application v: J — N*
telle que

klzilje
<$§U(])>jej

En particulier G est d’ordre une puissance de p.

A

1%

1.4.2.  On veut distinguer les schémas en groupes formels qui sont représentables par une algébre
de séries formelles. On dit qu’'un schéma en groupes formels X est lisse s’il est exact a droite.
En particulier, tout schéma en groupes formel étale est lisse. On appellera groupe de Lie formel
sur k un schéma en groupes formel lisse et connexe sur k. La dimension de X est la dimension
de son algébre de Lie en tant que k-espace vectoriel. On a directement

Corollaire 1.27. Un groupe de Lie formel sur k est représentable par une algébre de séries
formelles.

O

Remarque 1.28. En particulier 8’il est de dimension fini n, il est représenté par k[x1, ..., z,].
Ainsi, se donner un groupe de Lie formel de dimension fini sur k est équivalent & se donner
une loi de groupe formel, c’est-a-dire n séries formelles dans k[, y] satisfaisant les axiomes de
groupes. On renvoie & [Haz12] pour plus de détails.
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1.4.3. On définit maintenant les groupes p-divisibles et on rappelle leur relation aux groupes
de Lie formels.

Soit X un k-foncteur en groupes formel. On considére la multiplication par p, p: X — X
donnée par la structure de groupe. On définit alors X [p"] = ker p”. On renvoie a [Mes72| I])
pour la définition suivante :

Définition 1.29. Soit X un schéma en groupes formels. On dit que X est
- 1
e un k-foncteur en p-groupes formels si hgn X" =X,
e p-divisible si le morphisme p: X — X est surjectif.

Un schéma en p-groupes formels p-divisible tel que X [p] est un schéma en groupes fini sur k est
simplement appelé un groupe p-divisible. L’ordre de X [p] est une puissance de p, cette puissance
est appelée la hauteur de X.

Remarque 1.30.

e Les groupes p-divisibles ne forment pas une catégorie abélienne; en effet le noyaux de la
multiplication par p est un groupe fini.

e Soit X un groupe p-divisible. Pour tout entier n > 0, X[p"] est un schéma en groupes fini
sur k et pour tout entier m > 0 on a une suite exacte

0— X[p"] =2 X[ptm] X X[p™] — 0.

On peut ainsi définir un groupe p-divisible comme un systéme inductif (X [p"],in.1)nen de

schémas en groupes finiss sur k vérifiant la suite exacte précédente (cf. [Tat67, 2.1]).

Si on a un groupe p-divisible X défini par un systéme inductif (X [p"],in)nen, on peut consi-
dérer le dual de Cartier X P défini par (X [p"]P, (p™)?)nen, ol les morphismes de transition sont
les duaux de la multiplication par p. L’association X ~» XP est fonctorielle et elle définit une
anti-équivalence de la catégorie des groupes p-divisibles dans elle-méme (cf. [Tat67, 2.3]). Cette
dualité étend la dualité de Cartier des schémas en groupes finiss.

On a la relation suivante entre groupes p-divisibles et groupes de Lie formels. On renvoie a
[Mes72, Chap. II, 2.1.7] pour une preuve.

Théoréme 1.31. Le foncteur X ~ X[p>] = lim X[p"™] définit une équivalence de catégories
{Groupes de Lie formels p-divisibles} <= {groupes p-divisibles connezes}.
O
1.5. Théorie de Dieudonné-Cartier.

1.5.1.  On va maintenant définir le module de Dieudonné. On commence par le cas des schémas
en groupes finiss sur k. Soit G un schéma en groupes fini sur k d’algébre de Hopf A. Par la
fonctorialité des co-vecteurs de Witt on peut étendre la co-multiplication de AP,
AP CW,(AP) = CW, (AP @, AP).
On pose
D(G) = {f € CW(AP) [ AP(f) =1@ f+ f®1}.

De maniére équivalente on a D(G) = Homyg,,(GP, CW},) les morphismes de foncteurs en groupes.
Naturellement D(G) est un Di-module a gauche, c’est le module de Dieudonné covariant de G.

Le théoréme suivant caractérise les schémas en groupes finiss sur k en terme d’algébre semi-
linéaire. On renvoie & [Fon77, IV 1.3] pour une démonstration.

Théoréme 1.32. Le foncteur D établit une équivalence de catégories abéliennes

{Schémas en groupes commutatifs finis sur k} <= {Dy — Modules a gauche de longueur fini}.

La quasi-inverse est donnée par M ~» Homg.,(M*,CWg(-)). On a de plus D(G)/VD(G) =
Lie(G) et ’équivalence respecte la dualité de Cartier au sens ot

D(G)* = D(GP).

De plus, si G est d’ordre une puissance de p, alors cette puissance est égale a dimg(D(G)).
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1.5.2. De la méme fagon on peut classifier les groupes p-divisibles en termes d’algébre semi-
linéaire. Soit X un k-foncteur en p-groupes formels, on pose

E(X) = Homyg,p (X, CWy),

ol C/V\Tk est le groupe formel associé aux co-vecteurs de Witt. Ce foncteur contravariant se
restreint en une anti-équivalence d’apreés [Fon77, IV].
Théoréme 1.33. Le foncteur E établit une anti-équivalence de catégories abéliennes
{Schémas en p-groupes formel } <= {E;, — Modules & gauche k(F)-profinis}.
La pseudo- inverse est donnée par M ~ Homgﬁgt(m(-), M). Soit X un schéma en p-groupes
formels, on a E(X)/VE(X) = Lie(X).
1.5.3. Si X est un groupe p-divisible on pose D(X) = E(XP). Ainsi, par le théoréme précédent,
on a le résultat suivant :
Théoréme 1.34. Le foncteur D établit une équivalence de catégories
{ Groupes p-divisibles} <= {Dy — Modules & gauche V -réduits sans p-torsion}.
On a une compatibilité avec la dualité de Cartier au sens ou pour un groupe p-divisible X on a
D(X)* = D(XP).
De plus la hauteur de X est égale & dimy D(X)/pD(X).
On appelle D(X) le module de Dieudonné de X. Cette équivalence est compatible avec celle

des schémas en groupes finiss sur k. Par I’exactitude des foncteurs considérés on a immeédiatement
le lemme suivant.

Lemme 1.35. Soit X un groupe p-divisible et f: X — X wune isogénie, c¢’est-a-dire un mor-
phisme dont le noyau X |[f] est un schéma en groupes fini. Alors f induit un morphisme D(X) —
D(X) et

D(X[f]) = D(X)/fD(X).

1.6. Op-Modules. On suit essentiellement [RZ17] dans cette sous-section.

1.6.1. Commengcons par fixer quelques notations. Soit /& une extension finie de degré n sur Q,.
On note O C K son anneau des entiers et x son corps résiduel de degré f sur ). Soit 7 € O
une uniformisante et e > 1 tel que 7¢ = p. On fixe un entier d > 2. On pose ® = Hom(K,Q,)
I’ensemble des plongements de corps et on fixe un plongement ¢y: K — @p Soit r: & — Z une

application telle que
{1 sl = o
Te =

Ooun sip# .
Le corps de reflex de r est noté F C Qp, il est caractérisé par son groupe de Galois
Gal(Q,/E) = {0 € Gal(Q,/Qp) | r0p = 7y}
On note que po(F) C E ce qui nous permet de considérer E comme une extension de F'.

Soit K* C K la sous-extension non-ramifiée maximale. On pose ¥ = Hom(K*,Q,) I’ensemble
des plongements de ce corps, et ¥y = g | x+. Pour tout ¢ € ¥ on note @y = {p € | |+ =¥}
et on définit des sous-ensembles de @,

A¢:{¢€©¢|T¢:n},
By ={p € oy |r, =0},
et on note a,, = Card(A4y), by = Card(By) le cardinal de ces deux ensembles. On pose de plus
pour tout ¢ € ¥
Ty = Z Tep-.

pEDy,
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On a alors
_ Jd%ay si o # ¢,
= d*ay, +d  sipg = .
1.6.2. Soit D une algébre centrale simple sur K d’invariant d et Op C D un ordre maximal.
On note IT € Op une uniformisante et K C D Pextension non-ramifi¢ de degré d de Frobenius
7 € Gal(K/K). On note le corps résiduel F = Op/IIOp. On notera aussi K* C K la sous-

extension non-ramifiée maximale. On pose comme précédement U = Hom(f( t @p). On supposera
que k C F.

Définition 1.36. Un k-espace vectoriel L muni d’un morphisme de Z,-algébres
L OD — Endk(L)
est appelé un Op-module.

Soit (L, ) un Op-module. Notons que ¥ = Hom(k,F,) et ¥ = Hom(F,F,). On en déduit les
décompositions

Ok @z, k= @ ky, Op @z, k=EP k.
Pew el
Celles-ci induisent des décompositions

L=PL, L=PL;
pew e
Définition 1.37. On dit que (L, ) satisfait la condition du rang (R,.) si pour tout ¢ € ¥ on a
dil’nk LJ) = 7”12),
ou TU; = T&‘Ft'
On dit que (L,¢) satisfait la condition d’Eisenstein (E,.) si pour tout ¢ € ¥ on a

(m)®ott = 0 sur Ly,,
A" (i(m)0) = 0 sur A" Ly,
t(m)* = 0sur Ly si ¥ # .

On dit que (L, ) satisfait la condition de Kottwitz (K,.) si on a une égalité entre polynémes
caractéristiques dans k[T :

char(c(z) | L) = H p(char(z))™, Va € Op,
ped

ou a droite char(x) désigne le polynome caractéristique réduit de z € Op.

On renvoie & [RZ17] 3] pour plus de détails sur ces conditions, on considére ici le cas particulier
S = Speck. On a par exemple d’aprés [RZ17, 3.5] :

Lemme 1.38. Les conditions (K,.) et (R,.) sont équivalentes.
Notons que si (L, ¢) satisfait a (R,.), alors pour tout ¢ € ¥ on a

Pa, si o # ¢,

dimy, Ly, =
by {dzawo—i-d si o = .

2. SCHEMA EN F-VECTORIELS

Soit F un corps fini de caractéristique p et soit k£ un corps parfait de caractéristique p contenant
F. On note ¢ = p" le cardinal de F. On se propose d’étudier les schémas en groupes finiss sur
k muni d’une action de F. On note 0 € Gal(k/F,) le morphisme de Frobenius, qui engendre le
groupe de Galois.

2.1. Définitions et premiéres propriétés.
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2.1.1.
Définition 2.1. Un foncteur covariant (Alg /k) — (Vect /F) de la catégorie des k-algébres vers

la catégorie des [F-espaces vectoriels sera appelé schéma en F-vectoriels sur k s’il est représentable
par un schéma fini sur k.
Soit G un schéma en F-vectoriels et A la k-algébre de Hopf associée. Notons :
e m: A®; A — A la multiplication,
e A: A — A®y A la co-multiplication,

e [A\]: A — A pour tout A € F donné par l'action de F. Ces morphismes sont tels que [1] = id4
et tels que pour tout \,\' €Fon a

AN =M T et A+ XN]=mo ([AJ®@ [N]) o A, (2.1)
e AT l'idéal d’augmentation de A, qui est le noyau de la co-unité. Rappelons que A = k@ A™T.

Soit End(A) les endomorphismes de l’algébre de Hopf A. Comme A est commutatif et co-
commutatif, End(A) est un anneau pour la convolution et la composition. La convolution est
définie pour tout f,g € End(A) par fxg =mo (f ® g) o A. Ainsi, d’aprés les relations on a
un morphisme d’anneaux ¢: F — End(A) qui donne la structure de F-vectoriels sur G.

Proposition 2.2. Le foncteur qui a G associe la paire (A, 1) induit une équivalence de catégories

(A, 1), A Algébre de Hopf
finie commutative et co-commutative,
t: F— End(A)

morphisme d’anneaux

{G schéma en F-vectoriels sur k} <

2.1.2.  Soit G un schéma en F-vectoriels. Par la proposition précédente on lui associe une paire
(A,:). En tant que k-espace vectoriel, A est une représentation linéaire du groupe abélien fini
F*. Comme F* est d’ordre premier & p, I’ensemble des représentations irréductibles de F* est
le groupe des caractéres multiplicatifs de F*, c’est-a-dire FY = Hom(F*, k). On obtient une
décomposition de A en composantes isotypiques, plus précisément.

Proposition 2.3. Soit G un schéma en F-vectoriels, (A,¢) la pair associée par la proposition
@. Alors A est munie d’une graduation d’algébre de type F*.

A= P Ay, Ax={ac A| [N -a=x(Na, YA eF*}.
XEFY

Remarque 2.4. On vérifie aisément que k C A, oil xo est le caractére trivial. Ainsi on obtient
la décomposition classique dans [Ray74].

A=ke @ Af, Al ={ac A" [\ a=x(N)a, VA€ F*}.
xEFY

On est intéressé par la dimension des composantes isotypiques de A. On introduit le caractére
de la représentation.

Définition 2.5. On conserve les notations de la proposition on pose alors Chy(G) le carac-
tere de la représentation A de F*. Plus précisément on définit Chy(G) € N[FV] par

Chy(G) = Y dimy(Ay)[x].
x€FY
Remarque 2.6. Bien qu’on en fera pas usage, notons que ce caractére est invariant par chan-
gement de base, c’est-a-dire que si k'/k est une extension de k alors Chy(G) = Chy/ (G @y k').

2.1.3. A titre d’exemple classifions les schémas en F-vectoriels étales. Rappelons qu’on a une
équivalence de catégorie entre les schémas en groupes finiss sur k et les k[Gal(k/k)]-modules de
longueur finie (cf remarque [1.15)).

Corollaire 2.7. Le foncteur qui a G associe le F-espace vectoriel G(k), muni de laction de
Gal(k/k), induit une équivalence de catégories

{Schémas en F-vectoriels étales sur k} + {F-représentations de Gal(k/k)}.
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2.1.4. Soit G un schéma en F-vectoriels sur k d’algébre de Hopf A. Soit GP sont dual de Cartier
et AP sa k-algébre de Hopf. La dualité de Cartier est une anti-équivalence de catégories et donc on
a un isomorphisme d’anneaux End(A) = End(A”)°P avec ’'anneau opposé des endomorphismes
de T’algébre de Hopf AP. Comme F est un anneau commutatif on déduit de la structure de
schéma en F-vectoriels sur G un morphisme d’anneaux

F — End(AP).
Ainsi la proposition nous assure que GP est naturellement muni d’une structure de F-

vectoriels.

Proposition 2.8. Soit G un schéma en F-vectoriels et soit GP son dual de Cartier. Alors GP
est naturellement muni d’une structure de F-vectoriels et on a

Chy(G) = Chy(GP).
De plus, cette dualité est une anti-équivalence de la catégories des schémas en F-vectoriels sur k

dans elle-méme.

Démonstration. Explicitons cette action dans une base. Soit {x1, ..., 24} une base homogéne du
k-espace vectoriel A, fixons pour tout i tel que 1 < i < d le caractére x; € FY tel que v; € A,,.
Soit {%,...,25} la base duale dans AP”. On a alors [\] - 27 = x; ()2} pour tout A € F et i tel
que 1 < 7 < d. Ceci démontre la proposition. ([

2.2. Modules de Dieudonné gradués.

2.2.1.
Définition 2.9. Soit x € FY. On dit que x est primitif s’il est additif. On note F+ C FV

I'ensemble des caractéres primitifs. Si £ C F est un sous-corps, on notera F,} 1’ensemble des
caractéres primitifs x-linéaires
Remarque 2.10.
e Les caractéres primitifs correspondent exactement aux éléments primitifs de I’algébre de Hopf
k[FV]. C’est pourquoi on préfére cette terminologie a celle de "fondamental" dans [Ray74].
e Soit x un caractére primitif, alors x? est primitif et F* = {x, x?, Xp2, ce Xpr_l}.
e On a un isomorphisme non-canonique F* = Gal(F/F,), plus précisément F* est un espace

principal homogéne sous Gal(F/F,).

2.2.2. Supposons maintenant que G est un schéma en F-vectoriels. Soit D(G) son module de
Dieudonné. Par la fonctorialité du module de Dieudonné tout A € F* induit un automorphisme
[A] € Aut,(D(G)) ce qui fait de D(G) une représentation linéaire de F* de dimension finie sur k.

Proposition 2.11. Soit G un schéma en F-vectoriels, alors on a une décomposition en compo-
santes isotypiques

D(G) = P D(G)y. D(G)y = {v € D(G) | N -v=x(Nv},
x€F+
telle que V' et F induisent V: D(G)y» — D(G)y et F: D(G)y — D(G)yr pour tout x € FT.

Démonstration. Le k-espace vectoriel de dimension finie D(G) est une représentation linéaire de
F*, donc comme dans la proposition on a une décomposition en composantes isotypiques

D(G) = P D(G)y.
xXEFY
Soit x € FY tel que D(G), # 0, montrons que x est primitif. Soit f € D(G),, tel que f # 0, alors
pour tout A\, \’ € F* on a
XA+ N)f =+ XN f=mo (A& [N])o A(f) = (x(A) + x(\))[-

Donc x € F* ce qui montre la décomposition.
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Montrons la compatibilité & F' et V. Les endomorphismes F' et V' commutent a I'action de
F* ainsi pour x € F* et v € D(G), on a
[A]- F(v) = F([A] - v) = F(x(A)v) = XP (M) F(v).
Ainsi F(v) € D(G)y». Le calcul est le méme pour V. O
Définition 2.12. Soit M un Dg-module. Alors on dira que M est un module de Dieudonné

gradué sur FT si les conclusions de la proposition précédente sont satisfaites, c’est-a-dire que M
est muni d’une décomposition
M= M,

xEF+
telle que V' et F induisent V': M,» — M, et F': M, — M,» pour tout x € F.

Par le théoréme [[.32] on a le résultat suivant :

Théoréme 2.13. On a une équivalence de catégories, donnée par G ~ D(G),

{Schémas en F-vectoriels sur k} < {Modules de Dieudonné de longueur finie gradués sur F*}.

2.2.3. On veut établir une relation entre les dimensions des composantes isotypiques de G et
D(G). On introduit donc le caractére d’un module gradué sur F*.

Définition 2.14. Soit M un k-espace vectoriel de dimension fini gradué sur F*. On note
M= M,.
XEF+
On définit alors ch, (M) € N[FT] C N[FV] par

chy, (M) = Y dimy (M) [x].

x€F+

En particulier ceci définit le caractére d’un module de Dieudonné gradué sur FT.

Remarque 2.15. Une telle graduation sur M induit naturellement une représentation linéaire
de F* sur M. Alors ch;, (M) est le caractére de cette représentation. On dira plus généralement
qu’un espace vectoriel muni représentation de F* est gradué sur F si les composantes isotypiques
non-nulles sont indexées sur FT.

Comme l'ordre de F* est premier & p, ce caractére est naturellement additif. c’est-a-dire que
pour toute suite exacte de k-espaces vectoriels gradués sur FT,

0— My — My — M3 — 0,
telle que les morphismes respectent la graduation, on a
chy, (Ma) = cby (M1) + chy, (Ms).

Par une récurrence immeédiate on a le corollaire de dévissage suivant :

Corollaire 2.16. Soit {0} = My C My C --- C M,, = M un drapeau de k-espaces vectoriels
gradués sur FY, tel que les inclusions respectent les graduations, alors on a

n

chy (M) = Z chy, (M;/M;—1).
i=1
2.2.4. De méme que en (ref. on construit une graduation sur le dual. Soit M un module
de Dieudonné de longueur finie en tant que W(k)-module. Soit W, = W(k)[%]/ W(k) le module
dualisant, alors on a introduit M* = Homyy ) (M, W) le module de Dieudonné dual. il est muni
de F* et V* définis respectivement par V et F. Supposons que M est un module de Dieudonné
gradué sur F. D’aprés la remarque on a une action de F* sur M et on en déduit par la
fonctorialité du dual, comme F* est commutatif, une action de F* sur M*.

Proposition 2.17. Soit M un module de Dieudonné gradué sur FT, alors M* est naturellement
un module de Dieudonné gradué sur FT et on a

chy (M) = chy (M™).
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Démonstration. Explicitons cette action dans une base, soit {v1,...,v4} une base homogeéne de
M et {v},...,v5} la base duale de M*. Pour tout i tel que 1 < ¢ < d on fixe y; € FT tel
que v; € M,. Ceci est bien une action de F* car ce dernier est abélien. La graduation sur
M* est défini par Paction de F* en posant sur la base duale [A] - v} = x;(A)v}. Ceci prouve la
proposition. ([l

Remarque 2.18. Soit G est un schéma en F-vectoriels. Soit D(G) son module de Dieudonné.
on sait que D(GP) = D(G)*. Par la fonctorialité, les actions de F* sont compatibles.

2.2.5. Soit G un schéma en F-vectoriels sur k d’algébre de Hopf A. Soit D(G) son module de
Dieudonné gradué . Soit wq les différentielles en la section unité de G, que I’on considére comme
un k-espace vectoriel. Comme A = k & AT et A+ est gradué sur FV et que wg = AT /AT,

~

le k-espace vectoriel wg admet une graduation sur FV induite par celle de A. Ainsi Lie(G) &
Homyg (wg, k) admet une graduation sur FY. Or on a aussi Lie(G) = D(G)/VD(G), donc Lie(G)
admet une graduation sur F* C FY induite par celle de D(G). La fonctorialité du module de
Dieudonné nous assure que :

Proposition 2.19. Le k-espace vectoriel Lie(G) est naturellement muni d’une graduation sur
F* qui coincide avec les graduations induites par G et D(G). C’est un module de Dieudonné
gradué.

3. F-EXPONENTIELLE ET FORMULE DE CARACTERE
3.1. Multiplicativité du caractére.

3.1.1. Soit G un schéma en F-vectoriels sur k et A son algébre de Hopf. On suppose que G est
connexe, c’est-a-dire que A est une k-algébre Artinienne locale. La proposition nous donne

une décomposition
A= P A,

X€EFYv

Définition 3.1. Soit M un A-module. Supposons que M est gradué sur FV. Alors on dira que
M est un A-module gradué si pour tout x,x" € F¥ ona A, - M, C M,,. On dira de plus qu’un
élément de M, est homogeéne de type x € FY.

Exemple 3.2. Pour x € FV, on note A(x) le A-module libre de rang 1 muni d’une graduation
sur FV telle que pour tout p € FY on a A(x), = Ayu. C’est un A-module gradué. On peut définir
de méme M () pour tout A-module gradué¢ M. En particulier on a les k(x) ou k est muni de la
graduation triviale.

Proposition 3.3. Soit M un A-module gradué et libre de rang d sur A. Alors on a une décom-

position
M= P A00™,
x€FY

telle que 3 cpv dy = d.

Démonstration. 1l suffit de montrer qu’il existe une A-base de M constituée d’éléments homo-
génes. On considére My, = M ®4 k qui est un k-module gradué sur FV,

My = €P k()™
x€FY

De plus, M — M, est surjectif et respecte la graduation car k C A,,, c’est-a-dire que M, —
k(x)% C My, est surjectif pour tout xy € FV. Ainsi pour tout y € FV on peut fixer un ensemble &
d,, éléments homogénes B, C M, tels que leurs images dans M), forment une k-base de k(x)%.
On pose B = UB,, c’est un ensemble & d éléments que nous notons vy, ..., vq. Par le lemme de
Nakayama, B est une famille génératrice de M en tant que A-module. Donc on a une surjection
de A-modules

A 5 M

d
7 .
(T1,...,2q) +—— szml
=1
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Or, c’est une surjection entre k-espaces vectoriels de méme dimension et donc c’est un isomor-
phisme de A-modules. Donc B est une A-base homogéne de M. O

3.1.2.  On déduit de la proposition précédente une formule de dimension des composantes iso-
typiques.
Corollaire 3.4. On conserve les notations et hypotheses de la proposition[3.3. On a alors
dimg (M) = Y d, dimg(A).
pp'=x
Soit G1, G2 deux schémas en F-vectoriels connexes sur k et Aj, Ay leurs algébres de Hopf
respectives. Supposons que l'on a une injection 0 — G; — Ga, alors Ay est libre sur A; (cf.

[ABD™66, Exposé VIIg 2.4]). On peut donc appliquer la proposition précédente qui donne une
décomposition
Ay = P A0 (3.1)
x€FY

Proposition 3.5. Soit 0 - G1 — G2 — Gz — 0 une suite exacte de schémas en F-vectoriels
connezes. Alors

Chy(G2) = Chy(Gy) Chy(Gs)

Démonstration. Soit A; la k-algébre de Hopf associée & G; pour tous i € {1,2,3}. Alors As est
libre sur A; et on a la décomposition Or A3 = Ay ®4, kot e: A; — k est la co-unité. Ainsi

AB = @ k(X)an
x€EFV

en particulier d,, = dimy(As,,) pour tout u € FY. Par le corollaire on a pour tout y € FY la
relation
dimg(Ag,y) = Y dimg(As ) dimg (A1),
Hp =X
ce qui prouve la multiplicativité du caractére. O

Remarque 3.6. On comprend mieux ce qu’il se passe géométriquement, comme il est écrit dans
[ABD™ 66, Exposé VIIg 2.4]. Dans la proposition précédente, si on considére plutot G; = Spec A;
comme des foncteurs contravariant on a

0— Gs — Gy — G171 — 0.

Alors d’aprés [ABDT66, Exposé VIIg 2.4], Go — G; est topologiquement plat et donc As est
libre sur A;. De plus, on a G3 = G3 X, Spec k pour la section unité Spec k — G, ce qui justifie
que Az = Ay QA e k.

Par une récurrence immédiate on obtient le corollaire de dévissage suivant,

Corollaire 3.7. Soit G un schéma en F-vectoriels muni d’une filtration Go C G, C --- C G, =
G de sous-schémas en F-vectoriels fermés telle que Gg soit le schéma en groupe trivial sur k.
Alors pour tout i tel que 1 < i < n, le schéma en groupes G;/G;_1 est naturellement un schéma

en F-vectoriels et
n

Chi(G) = [ ] Chw(Gi/Gi-1).

i=1
3.2. Formule des caractéres.

3.2.1.

Définition 3.8. On appellera F-ezponentielle application multiplicative expp: N[F*] — N[FV]
définie pour f =" _p+ ny[x] € N[FF] par

expe(f) = ] 4+ D+ DP+--+ )™
xEF+

Par multiplicatif on entend que expp(f + g) = expp(f) expp(g) pour tout f,g € N[FT]. Le but
est de montrer le théoréme suivant :
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Théoréme 3.9. Soit G un schéma en F-vectoriels, alors
Chi(G) = expy(ch,, (D(G))).

Pour cela on va réaliser un dévissage de G par des schémas en groupes annulés par V', puis
utiliser la multiplicativité du caracteére.

3.2.2. Le cas annulé par V. Soit G un schéma en groupes finis sur k d’algébre de Hopf A. On a
construit dans la proposition I’application de Hodge-Tate

ag: Lie(G) — G.

Supposons que G est un schéma en F-vectoriels, alors d’aprés la proposition Lie(GQ) est
naturellement gradué¢ sur F*. Cette graduation s’étend multiplicativement en une graduation
sur FV de Lie(G). Comme le morphisme de Hodge-Tate est naturel il respecte les graduations.
Supposons que G est annulé par son Verschiebung V. D’aprés la proposition Lie(G) est un
k(F)-module et on a une suite exacte

0 Lie(G)” 89, Lio(@) 2% @ s 0,
Or Lie(G) = D(G)/VD(G) = D(G) car le Verschiebung est nul sur D(G) et les graduations
coincident par la propositionm Donc Lie(G) est représenté par Sym(ID(G)) et les graduations
induites coincident.
Soit 1, ...,z, une base homogeéne de D(G) et x; € FT le caractére tel que z; € D(G),,. Soit
I={1,2,...,n},ona

¢h,(D(G)) = > [xil-
iel
Il suffit donc de montrer que

Chi(G) =] >

i€l \ke{0,1,..p—1}

Soit V' = {0,...,p — 1}, I'ensemble des fonctions de I & valeur dans {0,...,p — 1}. Alors on

veut montrer que
Chi(G) = Y [H xf@] : (3:2)
keV Lierl
On a d’aprés la description précédente qu’il existe a; ; € k, pour tout 4,5 € I = {1,2,...,n}, tel
que
k[xl, . ,a:n]

<P7J>7J€I

xﬁ(")}kev est une base homogéne de A sur k. En particulier pour k € V

A= , ou pour tout i € I, Pi:xf—Zamxj.
jel
Donc la famille {xlf(l) .

K1) h

on a ) € Axm) NP Ceci montre précisément 1)
RO Xk

Remarque 3.10. Notons que ce cas inclu le cas ou G est étale.

3.2.3. Le cas ou V est nilpotent. Soit G un schéma en F-vectoriels tel que son décalage V est
nilpotent. Alors on a construit au lemme [1.23| une filtration Gy € G; C --- C G,, = G par des
sous-schémas en groupes fermés ot Gy est le schéma en groupes trivial sur k et telle que G;/G;_1
est un schéma en groupes fini annulé par V' pour tous ¢ avec 0 < 7 < n . Le module de Dieudonné
D(G) admet une filtration {0} = My C My C --- C M,, = D(G) telle que M; = D(G;) pour tout
javec 0 <1< n.

Explicitons la suite et montrons que G; est un schéma en F-vectoriels, pour tout i entier tel
que 1 < ¢ < n. Fixons un tel entier ¢. D’aprés il suffit de construire M; gradué sur F+. Soit
n 'ordre de nilpotence de V' sur D(G). On pose M; = (V)" 'D(G), il est donc bien gradué sur
F+ car V respecte la graduation et les quotients successifs sont annulés par V.

Par le corollaire 3.7 on a

Chy(G) = f[ Chy(G;/Giy).

i=1
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Or comme D((G;/G;-1)) = M;/M;_; car le foncteur G — D(G) est exact, le théoréme
que l'on vient de démontrer pour les schémas en F-vectoriels annulés par leur décalage et la
mutiplicativité du caractére nous donne que

Chy(G) = [ expe(chy,(Mi/M;_1)) = expg <Z chk(Mi/Mi—1)> :
i=1 i=1
Finalement on conclut par le corollaire [2.16

Chy(G) = expg(ch,(D(G))).
Ceci démontre le théoréeme [3.9] dans le cas ot G est bi-connexe. Il reste donc a traiter le cas ol

G est multiplicatif qui s’en déduit par dualité.

3.2.4. Le cas multiplicatif. Soit G un schéma en F-vectoriels qui est un schéma en groupes fini
multiplicatif. Alors GP est muni d’une structure de schéma en F-vectoriels par dualité. Or GP
est étale et on sait dans ce cas que le théoréme est vrai (cf. remarque[3.10) donc

Chy(GP) = expp(ch, (D(G)")).
Or, d’aprés les discussions sur les dualités on en déduit que
Chi(G) = expy(ch, (D(G))).

Ceci conclut la preuve du théoréme |3.9 (]

3.3. Application de la formule de caractére : les schémas de Raynaud.

Définition 3.11. Soit M un k-espace vectoriel de dimension fini gradué sur F*. Alors on dit
que M est spécial si dimy(M,) =1 pour tout x € F*.

On rappelle aussi qu'un schéma en F-vectoriels G de k-algébre de Hopf A est un schéma de
Raynaud si dans la décomposition de la remarque on a dimy Aj(‘ = 1 pour tout y € FV.
D’aprés la remarque ceci est équivalent & ce que pour tout y € FV

dime A 1 si x n’est pas trivial, (3.3)
im = .
FOx 2 si x est trivial.

Proposition 3.12. Soit G un schéma en F-vectoriels sur k alors G est un schéma de Raynaud
si et seulement si D(G) est spécial.

Démonstration. Supposons que D(G) est spécial. D’aprés le théoréme on a

Chi(G) = [] @+ D+ + K"

Xx€EF+

Comme tout caractére y € FY non-trivial admet une décomposition unique p-adique en caractéres
primitifs, et que erw xP~1 est le caractére trivial o on obtient que

Chi(G) =1+ Y [x]

x€FY

On trouve bien la relation La réciproque s’obtient de la méme fagon. (I

On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.13. Soit G un schéma en F-vectoriels de k-algébre de Hopf A, alors G est un
schéma de Raynaud si et seulement si pour tout x € F* on a dimy A, = 1.
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4. Op-MODULES FORMELS

On reprend les notations de la sous-section que l'on rappelle. Soit K une extension fini de
Qp, on note Ok son anneau des entiers, 7 € Ok une uniformisante et x son corps résiduel de
degré f sur F,. Soit D une algébre a divison sur K d’invariant 1/d pour d > 1. Soit Op C D
un ordre maximal. Soit K Pextension non-ramifi¢ de degré d incluse dans D et O & son anneau
des entiers qui est inclus dans Op. Soit II € Op une uniformisante telle que I = 7. Le corps
résiduel F = Op/IIOp est un corps fini & ¢¢ éléments contenant le corps résiduel de K. Soit
o € Gal(F/F,) le Frobenius, on note 7 = o/, c’est le Frobenius de Gal(F/F,). On considére
toujours k un corps parfait de caractéristique p contenant F, avec ici r = fd.

4.1. Généralités.

Définition 4.1. On dira que X est un Op-module p-divisible si X est un groupe p-divisible
muni d’un morphisme d’anneaux

t: Op — End(X).
On dira qu’il est r-spécial si le Op-module (Lie(X),d:) satisfait les conditions (R,) et (E,).

Soit X un Op-module p-divisible et soit D(X) son module de Dieudonné. Par la fonctorialité
du module de Dieudonné, D(X) est muni d’une action de Op. Or comme F C k on a

W(k) @z, O = @ W(k);.
Pev
Ainsi D(X) est gradué sur ¥ = Home(K', Qp) = Hom,(F,F,) = F*. Plus précisément on a
D(X) = €D D(X)y
X€EF+

et I, Il et V sont respectivement de degré 1, f et —1 c’est-a-dire pour tout y € F* les restrictions
aux composantes isotypiques donnent

F:D(X)y = D(X)yr, I D(X)y = D(X)ya et Vi D(X)yr — D(X)y.

De plus, ces trois opérateurs commutent. On a le raffinement suivant du théoréme On
renvoie & [BC91| pour une preuve

Proposition 4.2. On a une équivalence de catégories exactes

Modules de Dieudonné gradués sur FT,
V -réduit sans p-torsion
+endomorphisme I1 de degré f
tel que 1% = 7

{Op-modules p-divisibles sur k} <

Notons de plus que comme V est gradué, D(X)/VID(X) = Lie(X) est naturellement gradué
et cette graduation correspond & celle donnée par la structure de Op-module (Lie(X), de).

4.2. Points de II-torsion. Soit X un Op-module p-divisible, X[II] = ker (X LN X) les points

de TI-torsion de X. C’est un schéma en groupes fini sur k. L’action de Op sur X induit une
action de F = Op/IIO0p sur X[II] qui en fait un schéma en F-vectoriels. D’aprés on a un
isomorphisme de Di-modules

D(X)/IID(X) = D(X[I)).
Le Dy-module D(XIT]) est de longueur finie et d’aprés la proposition comme IT est gradué,
il est gradué sur F+,
D(X[T]) = € D(X[T]),.
xEF+
C’est un module de Dieudonné gradué. Comme ’action de II commute avec celle de V', on a la
proposition suivante :
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Proposition 4.3. Le diagramme
D(X) —29 Yy Tie(X)
[T (a)
D(X[I]) ™Y Lie(X[M]).
commute et toute les fleches respectent les graduations.
On commence par un lemme essentiellement démontré dans [RZ17, 4.3].

Lemme 4.4. Soit X un Op-module p-divisible. Alors pour tout 1 € ¥, dimy Lie(X),; =
dimy, Lie(X); si et seulement dimy, D(X[I]), est indépendant de x € Ft.
Démonstration. Si on note M = D(X), on a
M= M.
ped
Pour tout 1/; eUle décalage induit un morphisme V': Md;a — sz) et P'uniformisante I1: Mm[} —
M. Le décalage est injectif et comme les sommants de M sont libres sur W (k) ils sont tous de

méme rang. Soit 77/; € U, considérons le diagramme

14
Mg, — My

v 42)
Mg, —— M

Alors on voit que les co-noyaux des fléches verticales sont de méme longueur si et seulement si
les co-noyaux des fleches horizontales le sont. Ce qui démontre le lemme O

On en déduit

Corollaire 4.5. Soit X un Op-module p-divisible de hauteur d*n satisfaisant (R,.), alors X|[II]
est un F-schéma de Raynaud.

Démonstration. D’aprés la proposition il suffit de montrer que D(XII]) est spécial, c’est-
a-dire que pour tout x € F*, dim; D(X[I]), = 1. Or comme X satisfait (R,;),
dimy, Lie(X), ; = dimy, Lie(X);, Vi € .

Ainsi tout les D(X[IT]), ont méme dimension sur k, et comme dimy D(X[I]) = fd, on en déduit
que D(XII]) est spécial. O
Remarque 4.6. La conclusion ne dépend que de la hauteur et de I'égalité dimy, Lie(X) b=
dimy, Lie(X) ; pour tout ¢ € 0. Si on affaiblit Phypothése que X satisfait (R,) a cette égalité
de dimension le corollaire précédent devient une équivalence.

4.3. Op-modules formels spéciaux.

Définition 4.7. Soit X un Op-module p-divisible. On dit qu'’il est strict si le Op-module
(Lie(X), de) est tel que

Lie(X), = {0} pour tout ¢ € ¥ tel que ¢ # .

En d’autres termes, l'action de Op sur Lie(X) se fait par un unique plongement.

On dit que X est un Op-module p-divisible spécial s’il est strict et si I'action de Op sur
Lie(X) en fait un k ®o, O z-module libre de rang 1. On dira aussi dans ce cas que le module de
Dieudonné D(X) est un module de Dieudonné spécial.

Si on pose r°: ® — Z l'application telle que rg, =1 et rg, = 0 si ¢ # o, alors X est spécial
si et seulement §’il satisfait (R,.). Dans ce cas Lie(X) est un k-module gradué sur FT,

Lie(X) = €P Lie(X),,

X€EF+
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et dimy(Lie(X),) = 1 si x € FT est s-linéaire et dimy(Lie(X),) = 0 sinon. On note F;\ C F*
I’ensemble des caractéres x-linéaires. On remarque que X est strict si et seulement si

Lie(X) = @P Lie(X),.

Une conséquence direct du lemme [4.4] est :

Corollaire 4.8. Soit X un Op-module p-divisible strict de hauteur d*n et de dimension n. Alors
X est spécial si et seulement si X[II] est un F-schéma de Raynaud.

Démonstration. Si X est strict on a

Notons que F; est un espace principal homogeéne sous Gal(K/K) qui est d’ordre d. Or d’aprés
le lemme dimy, Lie(X),, est indépendant de x € F si et seulement si dimy D(XII]), est
indépendant de x € F*. Par hypothése D(XII) est de dimension fd et Lie(X) est de dimension
d sur k. On en déduit le corollaire. d

Deuxiéme partie 2. Sur le premier revétement de ’espace de Drinfeld
5. QUELQUES STRUCTURES DE NIVEAUX

Nous commengons par faire quelques rappelles sur deux structures de niveaux : une introduite
dans le cadre des schémas en groupes finiss par R. Kottwitz et P. Wake dans [KP17]; une autre
introduite dans le cadre des schémas par N. Katz et B. Mazur dans [KM85] qu’ils utilisent dans
le cas des courbes elliptiques.

5.1. Sections non-nulles.

5.1.1. Soit S un schéma qui sera notre schéma de base, et soit G = Spec.«/ un schéma en
groupes commutatifs fini, plat et de présentation finie sur S. Soit GP = Spec.@/” son dual de
Cartier, que R. Kottwitz et P. Wake interprétent comme des distributions sur &/. On introduit
quelques notations :

e Soit (-,-): & ®g AP — Os l'accouplement naturel.

e Soit "-" la multiplication dans </ et "+" celle de &/” que I'on peut interpréter comme la
convolution.

e On note "1" 'unité de <7 et "6" l'unité de &P qui correspond a la co-unité de <7. De plus
o = COg @ I avec S le noyau de 9.

e Notons de plus que &7 est munie d’une action de 27" que nous noterons aussi "+" et inverse-
ment o7 ” est munie d’une action de .7 que nous noterons toujours "-". Ce sont respectivement
le produit et la convolutions entre distributions et fonctions.

On considére le fibré en droites des mesures G-invariantes
Dg={pecdP|viu=0,vYvec .7}
De méme on a le fibré en droites des mesures G -invariantes
Jo={fed|k-f={5k)fVke g}

On note que Jg est I'idéal des éléments de o7 qui, vus comme endomorphismes de o7, sont nuls
sur . Ainsi Jg est le dual de Dg. En effet pour T un S-schéma, si g = g1 + g2 € o/ (T) avec
g1 € Os(T) et go € F(T) on a (d,9) = g1.
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5.1.2. D’aprés 'annexe de Darticle [Ray74] de M. Raynaud on a les propriétés suivantes.

Proposition 5.1.
(a) L’accouplement {-,-) induit un accouplement parfait entre Dg et Jg.
(b) D¢g est un sommant direct, localement libre de rang 1, de /7.

(c) Le morphisme o/ ®g Dg — /P, obtenu par restriction de l'action de o/ sur </, est un
isomorphisme de /- et de /P - modules. Les structures de modules a gauche sont données
pour f @ u € o @5 Dg et g € o par Uaction g- (f@u) = (9- f) @ u et pour v € P par
Vactionvx (fepu) =+ f)® u.

On en déduit immeédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 5.2. (a) Si o est localement libre sur S, le quotient of [ Jg est localement libre et
donc plat sur S.

(b) Pour R une Og-algebre. On a alors
Dg(o/P) = Da (P @5 R),  Ja(o) = Jo, (o @5 R).
Ainsi la formation de Dg et Jg commute a l'extension des scalaires.
5.1.3.

Définition 5.3. On appelle Jg [idéal des sections triviales et G* = Spec o7 / Jg le sous-schéma
des sections non-nulles de G. Une section s € G(S) sera dite non-nulle si s € G*(5).

On donne les propriétés élémentaires des sections non-nulles démontrées dans [KP17].

Proposition 5.4. Soit G un schéma en groupes fini plat et de présentation finie sur S, on a :

(a) Le fait d’étre non-nulle est stable par changement de base. C’est-a-dire que pour toute Og-
algebre R on a canoniquement (Gr)* = (G*)r.

(b) Le fait d’étre non-nulle est stable par isomorphisme. En d’autres termes, si ¢p: G — G’ est
un isomorphisme avec un schéma en groupe G', alors pour tout g € G'(R), g € G™*(R) si et
seulement si ¢r(g) € G*(R).

(c) Le fait d’étre non-nulle est fpgc local. C’est-a-dire que pour tout {¢;: Ui — T}ier, recou-
vrement fpgc d’un schéma T sur S et tout g € G(T) on a g € G*(T) si et seulement si
G(¢:)(g) € G*(U;) pour tout i € I.

(d) Sila base S est réduite, une section est non-nulle si et seulement si elle lest fibre par fibre.
c’est-a-dire que pour tout g € G(S), g € G*(S) si et seulement si g € GX(k) pour tout point
géométrique s: Speck — S.

(e) Si G = G1 xg Ga alors Jg = Jg, ® Jg,. Géométriguement, G* est l'union de G1 x G et
G’f X GQ.

(f) Si est G étale alors G = e(S)[[G*, ot e: S — G est l'unité de G.

5.2. Sections pleines.

5.2.1. Soit S un schéma de base. Soit Z un schéma fini plat sur S. Soit n > 1 tel que Z soit
localement libre de rang n sur S. Soit Spec(R) — S un schéma affine sur S. Soit B une R-algébre
telle que Zp = Spec(B). Alors f € B = H%(Zg, 0) définit par la multiplication +(f): B — B un
endomorphisme de R-modules. Comme B est localement libre sur R on peut définir le polynéme
caractéristique

Xu(p)(T) = det(T — f) € R[T],
que nous noterons simplement x ¢(7').

Définition 5.5. Un ensemble Py, --- , P, € Z(S) est appelé ensemble complet de sections de Z
si 'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
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(i) Pour toute Og-algébre R et pour tout f € HY(Zg,0) on a

n

xs (1) = [[(T - £(P)).

i=1

(ii) Pour toute g-algébre R et pour tout f € B = H%(Zg,0) on a

Ng/r(f) =] f(P)

i=1

Remarque 5.6. La terminologie "ensemble complet de sections" n’est pas trés adaptée puisque
Py, --- | P, peut contenir des répétitions. C’est une famille non-ordonnée.

5.2.2. Les deux propositions suivantes permettent de déterminer dans certains cas si un en-
semble de sections est bien complet (cf. [KM85] 1.9.2] et [KM85] 1.10.2]).

Proposition 5.7. Supposons que S soit réduit. Soit Py, ..., P, € Z(S) un ensemble de sections
non nécessairement distinctes. Pour que Py, ..., P, soit un ensemble complet de sections il faut
et il suffit que pour tout point géométrique 5 = Spec(L) — S, les sections (Py)s, ..., (Py)s soient
telles que pour tout f € B® L = H°(Zs,0) on ait I’égalité

n
Nper/r(f) = H F((FPh)s)-
i=1
En particulier Py, ..., P, est un ensemble complet de sections si et seulement si pour tout point
géométrique 5 — S les sections (P1)s, -+, (Py)s forment un ensemble complet de sections de Zs.

Proposition 5.8. Soit R un anneau et F(x) € R[z] un polynéme unitaire de degré n > 1.
Supposons que S = Spec R et que

Z = Spec R[z]/(F (x)).

Supposons de plus que F' se factorise sous la forme
n
F(x) =H(m—ai), ai,...,a, € R.
i=0

Alors tout a;, avec 1 < i < n, définit une section P; € Z(R) et l’ensemble Py, ..., P, est l'unique
ensemble complet de sections de Z.

5.2.3. On adapte ici légérement les notions de A-générateurs dans [KMB85| lorsque A est un
anneau et G un A-module.

Définition 5.9. Soit A un anneau commutatif fini non trivial. Soit G un schéma en A-modules
fini plat et de présentation finie de rang n > 1 sur S. c’est-a-dire que G est un schéma en groupes
fini sur S muni d’un morphisme d’anneaux

t: A— End(G)

Soit B une A-algébre finie non-triviale. On dit qu’un morphisme de A-modules ¢: B — G(5)
est un B/A-générateur si {¢(b)}pep est un ensemble complet de sections.

Théoréme 5.10. Soit A un anneau commutatif fini non trivial. Soit G un schéma en A-modules
sur S et B une A-algébre finie non triviale. Alors

(1) Le foncteur B/A-Gen(G/S) défini par
Tr—{¢: B— G(T) | ¢ est un B/A-générateur de G}

est représentable par un S-schéma de présentation finie, qui est un sous-schéma fermé de
Homu—moa(B, G) C GX, ot K est un ensemble de générateurs de B sur A.

(2) Si G est étale sur S, alors,
B/A-Gen(G/S) = Isomy_,,q4(B, G).
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Démonstration. On commence par considérer B comme un groupe commutatif fini et G comme
un schéma en groupes fini. Alors d’aprés [KM85| Prop. 1.10.13] le foncteur B-Gen(G/S) défini
par

T +— {¢: B— G(T) | ¢ est un B-générateur de Gr}
est représentable par un S-schéma de présentation finie, qui est un sous-schéma fermé du schéma
Homg. ¢, (B, G) C GV ou V est un ensemble de générateurs de B en tant que groupe abélien.
Soit Hom a_0q(B, G) défini pour tout S-schéma T par

Homa—mod(B, G)(T) = {¢ € Homg.op (B, G)(T) | Va € A, Vb € B(T), ¢(ab) = v(a) - ¢(b)}.

On le considére comme un sous-schéma de GV ot V C V est un ensemble de générateurs de B
sur A. C’est un schéma de présentation finie car A est fini. Alors B/A-Gen(G/S) est représenté
par lintersection de B-Gen(G/S) avec Homa_0q(B, G). De plus, si G est étale, (2) découle
de [KMS5| Prop. 1.10.13]. O

6. SCHEMAS DE RAYNAUD

Dans cette section on rappelle les définitions introduites dans [Ray74], la classification des
schémas de Raynaud, leurs champs associés et on donne une notion de générateurs pour ces
schémas en groupe. Soit k£ un corps parfait de caractéristique p. et soit IF un corps fini contenant
q = p" éléments.

6.1. Définition et classification des schémas en groupes de Raynaud.

6.1.1. On rappelle ici la définition des schémas de Raynaud ([Ray74]).

Commencons par définir 'anneau de base D. Soit C' C Q le sous-corps engendré sur Q par
tg—1(Q), les racines (g — 1)-iémes de I'unité de Q. Soit D’ I'anneau des entiers de C. Alors si
¢ est une racine (¢ — 1)-iéme primitive de l'unité on a Z[§] = D’ C C = Q(&). Soit p un idéal
premier fixé de D’ au dessus de p. Soit D ’anneau obtenu & partir de D’ en inversant (¢ — 1) et
les idéaux premiers au-dessus de p différents de p.

Définition 6.1. Un foncteur (Sch /S)° — (Vect /F) de la catégorie des schémas sur S vers la
catégorie des F-espaces vectoriels sera appelé schéma en F-vectoriels s’il est représentable par
un schéma fini, plat et de présentation finie. C’est donc un schéma en groupes commutatifs muni
d’une action de F.

Soit G un schéma en F-vectoriels et &/ la Og-algébre de Hopf associée. Alors &7 est munie
d’une action de F. Notons :

o d: o ®g &/ — &/ la multiplication,

o c: o = & ®g & la comultiplication,

e [\: &/ — o pour tout A € F la co-action de F,

e .7 l'idéal d’augmentation de .27, qui est le noyau de la co-unité. Rappelons que &/ = Os® ..

Par la co-associativité (resp. l’associativité) on peut définir la n-iéme itération de d (resp. c)
comme étant une application d,, : & Qg+ Qg I — o (resp. ¢, : I — T Rg -+ Qg o) ou A
apparait n fois.

Soit FV = Hom(F*, 11,—1(Q)) le groupe multiplicatif des caractéres de F*. Un caractére de
FY est dit primitif s'il est aussi additif (cf. remarque . En d’autres termes, soit x € FV,
alors I'application F — Q obtenue en imposant x(0) = 0 est un homomorphisme de corps si
et seulement si y est primitif. En particulier, tout caractére primitif est bijectif sur I’ensemble

des racines de 'unité p14—1(Q). Fixons un caractére primitif x1, alors x} est aussi primitif. Les

caractéres x; = x| , pour 1 < i < r sont distincts, et on obtient ainsi tous les caractéres
primitifs. De plus, tout caractére admet un développement p-adique en termes de caractéres
primitifs, ce qui signifie que tout x € FY s’écrit (de maniére non unique) x = [], x{* pour
0 < a; < p— 1. Le caractére trivial xo d’'image le singleton {1} s’écrit xo = []; Xfl.

Pour tout x € FV, on considére I'endomorphisme de .27, donné par

=g 3

AelFx
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On vérifie que c’est une famille de ¢ — 1 idempotents orthogonaux. Ceci nous donne la décom-
position
I = @ S pour Sy, = 1, (F).
x€FY
On notera simplement .%; = .%,, pour 0 < ¢ < r. Pour x et x’ des caractéres fondamentaux, on
peut restreindre la co-multiplication aux sommants de .# et obtenir ¢y y/: Fyy — Sy Qg Fy.
De méme pour la multiplication on obtient dy ,/: ., ®g & = F,+. Comme précédemment,

I’associativité et la co-associativité nous permettent de définir leurs itérations pour x1,...,Xxn €
FV quelconques et on les notera
Cxtrexn s Fxaxn = Ixa Qs Qs Iy, Ayrpxn s Fra @5 Q5 Iy = I ixn

Définition 6.2. Soit G un schéma en F-vectoriels sur S. On dit que G est un F-schéma de
Raynaud si pour tout x € FY le Os-module .#, est inversible. On dira de plus que G est un
F-schéma de Raynaud libre si pour tout x € F¥ le Og-module ., est un Os-module libre. S’il
n’y a pas de confusion possible, nous dirons simplement que G est un schéma de Raynaud.

Il en résulte en particulier que G est de rang ¢. En particulier les Fj,-schémas de Raynaud
sont les schémas en groupes de Oort-Tate étudiés dans [TO70]. Une des différences dans ce cas
et qu’un schéma en F,-vectoriel d’ordre p est toujours un F,-schéma de Raynaud.

6.1.2. On introduit quelques notations supplémentaires pour énoncer le théoréme de classifica-
tion. Soit G un F-schéma de Raynaud sur S. Alors on considére

e le morphisme ¢; = cy,,... , Ol le i-éme caractére primitif y; est considéré p fois. Cette
application peut étre considérée canoniquement comme ¢;: %11 — &} puisque x? = x;41,

e le morphisme d; = d,,,. ..y, ou le i-éme caractére primitif x; est considéré p fois. De méme
on peut considérer cette application comme d;: S — 711,

e la composée w; = ¢; o d; est un élément de End(.# 1) et par la définition d’un schéma de
Raynaud on peut considérer w; comme un élément de I'(S, O).

M. Raynaud a établi le lemme suivant (cf. [Ray74, Prop.1.3.1]).

Lemme 6.3. [l existe w € pD* tel que pour tout i avec 1 < i < r, w; soit l'image de w par
D = T(S,Og). En particulier, w est indépendant de i et de S.

O
Dans la suite, on notera aussi w I'image dans I'(.S, Os).
De méme que précédemment, toujours avec y =[] j X?j , on peut définir

e le morphisme ¢, = ¢y, . Iy — ﬂf’lal Qs+ Qg JS‘”,
e le morphisme d, = dy,, . y..: fﬁ‘“ Rg Qg f@‘“ - Iy,

e la composée wy = ¢, 0d,, qui est un élément de End(.#, ). On peut considérer w, comme un
élément de T'(S, Os).

M. Raynaud a également établi le lemme suivant (cf. [Ray74, Prop 1.3.1]) :

Lemme 6.4. Soit x € FV. Alors w,, est dans l'image de D* — T'(S, Os), en particulier il est
inversible.

O

6.1.3. On énonce maintenant le théoréme principal de cette section, établi par M. Raynaud en
|[Ray74, Prop.1.4.1].

Théoréme 6.5 (Classification des schémas de Raynaud). Fizonsw € pD*. L’application définit
sur l’ensemble des classes d’isomorphismes de F-schémas de Raynaud

Gr— (‘]Xm Ci, di)1<i<r
est une bijection a valeurs dans l’ensemble des triplets (Fy,, ¢, di)1<i<r, constitués de

o un systeme (7;)1<i<r de classes d’isomorphismes de Os-modules inversibles,
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e deux systémes de morphismes

(cit Fiv1 = I hiir
(di: I = Fiv1)i<i<r

vérifiant pour tout i, tel que 1 < ¢ <r, la relation d;oc; = w-id g, , dans End(.-%11).

O
On retrouve pour » = 1 la classification des schémas en groupes d’ordre premier p établie
dans [TO70].
En particulier, on obtient la description suivante des schémas de Raynaud libres, qui s’applique
par exemple si S est le spectre d’'un anneau local.

Corollaire 6.6. Fizons w € pD*. Soit G un F-schéma de Raynaud libre sur S. Alors G est
entierement déterminé & isomorphisme prés par la donnée de r couples (x;, yi)1<i<r d’éléments
de T'(S, 0) tels que x;y; = w pour tout i avec 1 < i < r. De plus, G est isomorphe a

ﬁS[Zla"'vzr}
y4 )
(2] — Tizig1)i=1,..r
ot l’indice est considéré modulo r. La co-multiplication est donnée par

Ti—p = Ti— . a’;
o) = m ol +lom+ Y DI T o ([5),

XX =Xi

Spec (6.1)

pour x = []; X?j, X' =11 X;j et h un entier dépendant de x et x'. Le dual de Cartier GP
est obtenu en échangeant les réles de x; et y;. On dira que G est le F-schéma de Raynaud de
paramétres (;, ¥;)1<i<r-

De plus, les familles de couples (x4,y:)1<i<r €t (X}, Yi)1<i<r, tels que x;y; = iy, = w pour
tout i avec 1 < i < r, définissent des S-schémas en F-vectoriels isomorphes si et seulement s’il
existe une famille d’unités \; € T'(S, Og)* telles que

of = Na ALY et v = APy digr pour tout 1 < i <7

O
Définition 6.7. Si G est F-schéma de Raynaud libre sur S de la forme[6.1] on dira que G est le
F-schéma de Raynaud de parameétres (z;, ¥;)1<i<r-
6.1.4. On traduit le théoréme précédent dans le langage des champs algébriques. On munit
(Sch /D) de la topologie fpqc.
Définition 6.8. On note .#F_gray la catégorie fibrée en groupoides des [F-schémas de Raynaud
sur (Sch /D).

Il est clair que cette 2-catégorie est fibrée en groupoide. Par la descente des fibrés et des
morphismes entre les fibrés elle satisfait aux axiomes de descente. C’est donc un champ. Le
théoréme|6.5|et son corollaire nous permettent d’en d’expliciter une structure de champs quotient.
Théoréme 6.9. Soit w € pD* fixé.

(a) Mr_Rray est un champs algébrique.
(b) A un choiz de charactere x, € Ft pres Mr—_Ray est canoniquement isomorphe
Dlxy,...;¢r, 91, .-, Yr
{Spec 1 Y1 vl /an} ,
<$iyz‘ - w>i:1,...,r
ot, pour B une D-algébre, GT (B) agit pour A = (A1,..., ) € G (B) surxz; avec 1 <i<r
par \-x; = )\fxl-)\;_ll, et sury; par X-y; = A Pyidigr.

(¢) Le schéma en groupes universel sur Mr_ray est donné par

Y= {Spec Ot n |21, 7] /G }
(zf —$i2i+1>i:17-~,r ")’

ot pour B une D-algebre, G, (B) agit pour A\ = (A1, , Ar) € G}, (B) sur z; avec 1 <i<r
par A -z = Az
]
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6.2. Générateur des schémas de Raynaud.
6.2.1. On définit maintenant la notion de générateur pour les schémas de Raynaud.

Définition 6.10. On notera 4> le .#x_Rray-sous-schéma fermé de ¢ défini par I'idéal

/ — <(Zl P Zr)pil — Xy "T7">'
Nous appellons ¥* le sous-schéma universel des générateurs. Pour G un F-schéma de Raynaud
sur S donné par ¢: S — Mr_Ray, On nNotera G* = ¢*(4*) le sous-schéma des générateurs de
G. De plus, on dira qu’une section s € G(S) est une section génératrice si s € G*(5).

On énonce un lemme calculatoire qui permet de réduire les équations du schéma de Raynaud
et de ces générateurs dans des cas que nous rencontrerons dans la suite.

Lemme 6.11. Soit G un F-schéma de Raynaud libre sur S de paramétres (z;,y;)1<i<r, Cest-
a-dire que

Oslz1y ...y 2]
(2] = Tizig1)i=1,..r

i

G = Spec

avec x;,y; € T'(S,Og) pour 1 <i<r.

<
<

a) Soit j un indice fixé tel que J <1 et supposons que T; € ,O0g)™ pour tout i # j. Alors
Soit j indi ¢ tel 1<j<ret I'(S,0s)* tout i # j. Al

e oo OBl oy o mgpee O3l
G = Spec 71— A7) et G = Spec e

. i—1

avec Aj = [[;_, =%, , ou Vindice i est considéré modulo 7.

d) Supposons qu’il existe un indice j avec 1 < j < r tel que x; soit nilpotent. Alors G et G*
sont infinitésimaux.

O
Ce lemme montre en particulier que notre notion de générateur étend celle introduite pour
les schémas en groupes de Oort-Tate dans [HR12].

6.2.2. Montrons maintenant qu’une section est génératrice si et seulement si elle est non-nulle
au sens de la définition 5.3

Soit G un F-schéma de Raynaud libre sur S de paramétres (z;,v;)1<i<r avec z;,y; € I'(S, 0)
pour tout 7 tel que 1 < i < r. On note toujours .# 'idéal d’augmentation de o7 .

Proposition 6.12. On a Jg = {(z1---2.)P"' — x1---2,), donc une section dans G(S) est
non-nulle si et seulement si elle est génératrice. En d’autres termes G* = G*.

Démonstration. On note tout d’abord que I'idéal {(z7 - - - z,.)P~! —x1 - - - x,.) est bien contenu dans
Ja. En effet, sur les générateurs z; de £ on a

-1 _ p—1 o p p—1 -1
Zi.((zl'.'z7')p _xl'.'x'f')_zl ...Z1x12’2+122+2...z7p _Zi'a:l"'xT

— p—1 0 5 P p—1
=T32)  ZBi1Tin 180 Zigs AR — 2T Ty

— p
_xl"'x’ifl"'x’r‘zi_l_Zi'xl"'x’l”
:zi(xl...x,,‘_xl...xr)

=0.

r o

p — 1. On va calculer le noyau des endomorphismes induits par la multiplication par les z;. Soit
a;

X = Hj x;t € FY, alors u(z): S — Fyy, est un isomorphisme si a; < p — 1. Ceci valant pour

D’autre part, rappelons que &7 est libre de base les mondmes z}* - zir, avec i1, ,ip <

tous les z; avec 1 < i < 7, pour f € Jg tous les coefficients devant les monomes zil z}f avec
(i1, ,ip) £ (p—1,--- ,p—1) et (i1, , i) # (0,---,0) sont nuls. Donc il existe a,b € T'(S, O)
tel que f =a+ b(21 -+ 2,)P~ L. Mais en faisant agir z; sur f, on obtient

0= Zlf: azy +b(131"'l‘r2’1,
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et donc @ = —bxy -+ x,. Ainsi f = b(—w1 -2, + (21 -+ 2,)P1), en particulier
f € <(Zl .. 'Zr)p71 — X7 "I'r‘>a

ce qui termine la démonstration. O

Avec la proposition précédente, cette proposition montre en particulier que la notion de géné-
rateur est locale et que notre définition a partir du champs de Raynaud est adaptée. On a donc
le corollaire suivant :

Corollaire 6.13. Soit G un F-schéma de Raynaud sur S. Une section s € G(S) est non-nulle
st et seulement si elle est génératrice.

6.2.3. Montrons maintenant qu’une section est génératrice si et seulement si elle définit un
ensemble de section pleines.

Définition 6.14. Soit G un F-schéma de Raynaud sur S. Alors on dit que s € G(S) est une
section pleine si (X - 8)aer est un ensemble complet de sections, ¢’est-a-dire si le morphisme
F-lindaire ¢: F — G(S) défini par ¢(1) = s est un F/F-générateur au sens de la définition

On a un corollaire immédiat de la proposition que 'on énonce dans ce cas particulier.

Corollaire 6.15. Le foncteur défini par
T+—— {se€ G(T) | s est une section pleine de G}

est représentable par un sous-schéma G*® de G. En particulier G® est tel que toute section s €
G(S) est pleine si et seulement si s € G*(S).
De plus si G est étale, on a
G. = Isﬂﬂ?—Ray(Ev G)7

ot les isomorphismes considérés sont des isomorphismes de F-schémas de Raynaud sur S.

La proposition suivante avait déja été observée par G. Pappas (cf. [Pap95, Prop.5.1.5]). On
propose une autre démonstration utilisant le champ de Raynaud.

Proposition 6.16. Soit G un F-schéma de Raynaud sur S. Alors a € G(S) est une section
pleine si et seulement si a € G*(S). En d’autres termes, on a G* = G°.

Démonstration. 1l suffit de montrer que ¥* = 4°* C ¢ comme schémas sur .#r_Rray. D’aprés
le point (e) de la proposition et la proposition et comme Ar_Ray est réduit, il suffit de
montrer que pour tout F-schéma de Raynaud G sur un corps L, on a G* = G°.

Sur le corps L, le groupe G est affine. Pour tout ¢ avec 1 < i < r soit x;,y; € L tel que G soit
de paramétres (z;,yi)1<i<r - S0it s € G(L) une section. Pour tout ¢ tel que 1 < ¢ < r notons
s; = s*(z;) € L. Soit A € F, laction de F sur les sections donne [A] - s; = x;(A)s; ou x; est le
i-éme caractére primitif défini en Notons & = H°(G, 0). On distingue maintenant deux
cas :

Supposons tout d’abord que les x; € L soient tous non-nuls, et donc inversibles, pour 1 <7 < 7.
Dans ce cas le point a) du lemme pour j = 1 nous donne les isomorphismes

G —m G

I I (6.2)

Spec 7<sz[_z]Al> — Spec 7<zf_sgz>

avec Ay = []/_,; xfjHl. Choisissons un générateur A\g € F*. Alors comme x; est primitif £ =
X1(Ao) est une racine primitive (¢ — 1)-iéme de l'unité. De plus, par les isomorphismes de
la section s est définie par s; et A = A} € F pour k entier agit par [\] - s; = &¥s;. D’aprés la
proposition la section s est pleine si et seulement si
q
29— A1z = ZH(Z —&'s1).

i=1

g—

. . . . 1 . .
Donc s est une section pleine si et seulement si s = A1, ce qui termine ce cas.
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Supposons maintenant que 'un au moins des z; € K pour 1 < ¢ < r soit nul. D’aprés le
lemme G est infinitésimal. Tout f € .# induit un endomorphisme ¢(f): B — B nilpotent.
Ainsi soit f € G, notons f = fo + f1 sa décomposition dans B = L & .#. Alors Ng,1.(f) = f§.
Pour tout ¢ tel que 1 <4 < r, soit z; € I'(L, .%,,) un générateur. Posons

Pr(z1,...,2,) = H FfOaMNz1, ..oy xr(N)zr) € B.

AEF

On a explicitement
VAEF™, A Ppa,+20) = Pr(xa(MN)a1, -+ xr (M) 2r).

11 est clair que Py est invariant sous 'action de F*. On peut supposer que Py = ZX@FV a,zX oll
pour tout x € FVY, de développement p-adique x = [], x{*, on a 2X = 2{* --- 2% un générateur
de I'(L, #y). L’invariance et le fait que les (2X),crv soient libres nous donnent que

Vx €FY et VA € FX,  ay2X = a,x(A\)zX.

Donc on a Pf(21,...,2.) = fé+ag(z1...2. )P~ pour ay € L. Soit s € G(L) , en vue de la propo-
sition il suffit de montrer que s est génératrice si et seulement si Ng,1,(f) = P¢(s1,---,5r),
que 'on a explicité comme :

fl=fl+ap(si...s )P "
Supposons que s est une section génératrice. Alors (sy---s,.)P~t = 21 ---2, = 0, et donc s est

une section pleine. Réciproquement supposons que s est une section pleine. Il suffit de trouver
f € B tel que ay # 0 dans L. On pose

f=1+(z-2)P"
Alors ay = ¢ — 1, et donc
(81"'Sr)p_1:O:x1"'x7«.

- _ . . - ve.
Ainsi G* = G*, ce qui termine ce cas et achéve la preuve O

7. PRELIMINAIRES DE GEOMETRIE FORMELLE ET RIGIDE

Dans cette section on fait quelques rappels de géométrie formelle et rigide. On utilisera le point
de vue de Raynaud sur la catégorie des espaces rigides cohérents et on étendra sa construction
pour définir les espaces rigides quasi-séparés. On ne sera pas trés rigoureux sur les univers et les
problémes de théorie des ensembles. Sauf mention du contraire on supposera que tout recouvre-
ment est indexé sur une famille petite et toute limite inductive par une famille essentiellement
petite. On commence par quelques rappels d’algeébre topologique.

7.1. Rappels d’algébre topologique.

7.1.1.

Définition 7.1. Soit A un anneau topologique. On dit que A est pré-admissible s’il existe un
idéal ouvert I C A, appelé idéal de définition, tel que pour tout ouvert V' C A il existe un entier
n > 0 tel que I™ C V. On dit que la suite {I"} tend vers 0. Si, de plus, A est séparé et complet
on dira que A est admissible.

Si A est pré-admissible et s’il existe un idéal de définition I tel que {I"},>¢ est une base de
voisinages fondamentale de 0 € A on dira que A est pré-adique. Si A est un anneau admissible
pré-adique tel qu’il existe un idéal de définition de type fini, on dira qu’il est adique.

Soit A est un anneau pré-adique et B un anneau. Soit ¢: A — B un morphisme qui fait de
B une A-algébre linéairement topologisée, on dit alors que ¢ est un morphisme pré-adique. Si,
de plus, A est adique et B est séparé et complet on dit que ¢ est un morphisme adique.

Remarque 7.2. Pour les anneaux adiques, on ajoute I’hypothése que 'idéal de définition est
de type fini. Ainsi on suit la terminologie de [AbbI0| contrairement a [GD71| pour avoir une
notion stable par localisation et complétion.
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Soit A un anneau pré-admissible. Soit (1)) un systéme fondamental de voisinages de 0 € A,
formé d’idéaux de définition. Alors on pose

A= lim A/I,
redJ

le complété de A. On a un morphisme canonique A — ﬁ, dit morphisme de complétion. C’est
un isomorphisme si A est admissible. Cette définition ne dépend pas du systéme fondamental de
voisinages choisi. De plus, on a la propriété universelle suivante :

Proposition 7.3. Soit A un anneau pré-admissible. Pour tout anneau admissible B on a une
bijection
Hom®™ (A, B) =~ Hom®" (4, B),

donnée par le morphisme de complétion. Cette bijection est naturelle en B.

7.1.2.  On définit ici des conditions de finitude pour les algébres topologiques.
Soit A un anneau admissible, n > 1 un entier. On considére ’anneau des séries formelles
A[Xq,...,X,]. On dit qu’une série formelle f € A[X1,...,X,] de la forme

> a X{e XY
veN”?

est restreinte si, pour tout voisinage ouvert V.C A de 0 € A, il existe un nombre fini de fa-
milles v € N” tel que a, ¢ V. Les séries formelles restreintes forment une sous-algébre de
A[Xq, ..., X,], Valgebre des séries formelles restreintes sur A, que 'on note A{X7,..., X} (cf.
[Bou89! Chap. III, §4.2]). On peut présenter cet anneau comme une limite projective d’anneaux
polynomiaux. Soit (I))res un systéme fondamental de voisinages de 0, formé d’idéaux de dé-
finition. Alors on a naturellement un systéme projectif (A/Iy,uy)xres dont la limite projective
estA. On a (cf. [Bou89, Chap. III, §4.2, prop. 3]) :

A{X, XY = Im(A/ D)X X
reJ

Comme le complété I-adique d’un anneau noethérien est noethérien (cf. [AMI6] 10.26]) on a la
proposition suivante :

Proposition 7.4. Soit A un anneau adique et n > 0 un entier. Si A est un anneau noethérien
alors il en est de méme pour A{X1,...,X,}.

Définition 7.5. Soit A un anneau admissible, B une A-algébre linéairement topologisée. On
dit que B est topologiquement de type fini sur A s’il existe un entier n > 0 et une surjection
continue et stricte

A{Xy,...,X,} - B.

Si, de plus, le noyau de cette surjection est topologiquement de type fini sur A alors on dit que
B est topologiquement de présentation finie sur A.

Soit R un anneau de valuation muni de la topologie pour laquelle les idéaux non-nuls forment
une base de voisinages de 0 € R. On dira que R est un anneau 1-valuatif s’il est de hauteur 1,
séparé et complet (cf. [AbbI0| 1.9.9]). Supposons que A est une algébre adique linéairement
topologisée sur un anneau 1-valuatif R. Si A noethérienne ou topologiquement de type fini sur
R, on dira qu’elle est idyllique. Cette définition est introduite dans [Abb10, 1.10].

On introduit de plus la notion suivante :

Définition 7.6. Soit A un anneau admissible et B une A-algébre linéairement topologisée. On
dira que B est formellement de type fini sur A s’il existe des entiers n,m > 0 et une surjection
continue stricte

A{Xl,...,Xn}[[Yl,... ;Ym]] — B.

Si, de plus, le noyau de cette surjection est formellement de type fini sur A, on dira que B est
formellement de présentation finie sur A.
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7.1.3. Soit A un anneau pré-admissible. Soit (I))es un systéme fondamental de voisinages de
0 € A, formé d’idéaux de définition. Soit S C A une partie multiplicative. Pour tout A € J on
obtient une partie multiplicative Sy C A/Iy. Pour tout A\, u € J tel que I\ C I,, I'application
de réduction uy ,: A/Iy — A/I, induit une application entre les localisés vy ,: Sy ' (A/1)) —
S 1(A/I,). Ainsi, on obtient un systéme projectif (S MA/IN), va ) s per- On pose

A{S™H} = lim Sy (A/ 1),
xeJ

Panneau complet des fractions de A a dénominateur dans S. L’idéal im, S5 H(I/I) est un idéal
de définition de A{S~'}. L’anneau A{S~'} est topologiquement isomorphe au séparé complété
de S~ A pour la topologie dont un systéme de voisinages de 0 € A est (S711))aes (cf. [GDTL,

0.7.6.2]).

Proposition 7.7. Soit A un anneau admissible (resp. adique), S C A une partie multiplicative.
Alors A{S™'} est un anneau admissible (resp. adique) et pour (I\)xes un systéme fondamental
de voisinages de 0, formé d’idéaur de définition de A, (S~ I\)res est un systéme fondamental
de voisinages de 0, formé d’idéaux de définition de A{S~'}.

On renvoie & [GD7L, 0.7.6.11] pour I'énoncé dans le cas ou A est admissible et a [Abb10]
1.8.11] pour I’énoncé dans le cas ou A est adique.

Soit A un anneau admissible, I C A un idéal de définition et f € A. Alors Sy = (f™)n>0 est
une partie multiplicative de A et on notera Ay pour A{S;l} et I;yy son idéal de définition.

Remarque 7.8. On prendra garde qu’au fait que, en général, contrairement au cas classique,
pour A un anneau admissible et S = A—p avec p C A un idéal premier, le morphisme canonique
lim Agsy — A{S™'},

fes

n’est pas un isomorphisme. Cependant, pour A adique et idyllique ce morphisme est fidélement
plat (cf. [AbbIO] 1.12.7]).

7.2. Schémas formels.

7.2.1. Soit A un anneau admissible et I un idéal de définition. Soit (I))xres un systéme fon-
damental de voisinages de 0 € A, formé d’idéaux de définition. Pour tout A € J on pose
Ox = Ospec(a/1,)- Pour tout A € J, Spec(A/I) a le méme espace topologique sous-jacent que
Spec(A/I). Ainsi (O))xes est une famille de faisceaux d’anneaux sur Spec(A/I). Soit A\, p € J
tel que Iy C I,. Le morphisme de réduction induit un morphisme de faisceaux d’anneaux
ux,u: Ox — O,. On obtient un systéme projectif de faisceaux d’anneaux (O, ux ;) ucJ-

On définit le spectre formel de A, Spf(A) comme un espace annelé : Pespace topologique sous-
jacent est Spec(A/I), ensemble des idéaux ouverts de A, muni de la topologie de Zariski. Le
faisceau structural Ogpe(a) est défini par

Osp(a) = Jim Oy
A

Un espace annelé de la forme Spf(A) pour A un anneau admissible est appelé schéma formel

affine.
Pour f € A on définit le sous-ensemble ouvert Z(f) C Spf(A) par
2(f) ={p €Spf(A) | f & p}.
La famille (2(f))fca est une base pour la topologie de Zariski de Spf(A). On a la proposition
suivante (cf. [GDTL, 10.1.4]) :

Proposition 7.9. L’espace annelé (@(f),ﬁspf(A)‘g(f)) est un schéma formel isomorphe a

On veut "faisceautiser" les idéaux de définition et les systémes fondamentaux de voisinages
de 0 formés d’idéaux. Soit A un anneau admissible, I C A un idéal de définition fixé et (I))recs
un systéme fondamental de voisinages de 0, formé d’idéaux de définition contenus dans I. Alors
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pour tout A € J, I/I, définit un faisceau d’idéaux sur Spec(A/Iy) et donc sur Spf(A). Comme
précédemment, les morphismes de réduction définissent un systéme projectif. La limite de ce
systéme projectif, notée I, est un faisceau d’idéaux sur Spf(A). On note alors que pour tout
feA,

e )2,

2 = (Iin
Définition 7.10. Soit X un schéma formel affine et .# C 0% un faisceau d’idéaux. On dit que

S est un idéal de définition de X si pour tout x € X il existe un voisinage ouvert de la forme
P(f) et un idéal Iy C Agyy de définition tel que

A
o =15
Cette définition est naturelle d’aprés la proposition suivante [GD71} 10.3.5] :

Proposition 7.11. Soit A un anneau admissible. Tout idéal de définition de Spf(A) est de la
forme I™ pour I un idéal de définition de A, uniquement déterminé.

Définition 7.12. Soit X = Spf(A) un schéma formel affine. Soit (#))res une famille d’idéaux
de définition de X. On dit que (&) e est un systéme fondamental d’idéauz de définition si tout
idéal de définition de X contient un .#y pour A € J.

Par la proposition précédente pour tout A € J il existe un idéal de définition I C A tel que
I /\A = 7). Alors (#))res est un systéme fondamental d’idéaux de définition si et seulement si
(Ix)res est un systéme fondamental de voisinages de 0 dans A, formé d’idéaux.

Soit X, 2) deux schémas formels affines. Alors un morphisme d’espaces annelés f: X — 9) est
appelé morphisme de schémas formels affines si f est un morphisme local entre espaces annelés.
Ceci définit la catégorie des schémas formels affines.

Soit A, B deux anneaux admissible et ¢: A — B un morphisme continu. Alors ¢ induit
un morphisme d’espaces annelés f: Spf(B) — Spf(A). Alors d’aprés [GDT71, 10.2.2] f est un
morphisme de schémas formels affines et réciproquement, tout morphisme de schémas formels
affines Spf(B) — Spf(A) est induit par un morphisme continu A — B. En somme, on a la
proposition suivante :

Proposition 7.13. On a une anti-équivalence de catégories,
{Anneauz admissibles munis des morphismes continus} <= {schémas formels affines},
donnée par A ~ Spf(A). La pseudo-inverse est donnée par X ~ I'(X, Ox).

La proposition découle directement de ce qui précéde et de [GDT1], 10.1.3] qui dit que pour A
un anneau admissible, on a un isomorphisme topologique,

I'(Spf(A), Ospi(a)) = A.

Les définitions de quasi-compact, d’immersion, d’immersion fermée et d’immersion ouverte d’es-
) )

paces annelés fournissent des définitions raisonnables pour les schémas formels affines. Elles

seront utilisées dans la suite.

Remarque 7.14. Soit A un anneau muni de la topologie discréte, alors Spf(A) = Spec(A).
Ainsi la catégorie des schémas affines se plonge dans la catégorie des schémas formels affines.

7.2.2. Soit X un espace annelé. On dira qu’un ouvert 4 C X est un ouvert formel affine lorsque
$1, muni de la structure d’espace annelé induite par X, est un schéma formel affine. Dans la suite
un ouvert formel adique sera considéré comme un schéma formel affine.

Définition 7.15. Un schéma formel est un espace localement annelé tel que chaque point admet
un voisinage ouvert formel affine.

Cette définition est bien consistante gréce a la proposition Cette proposition nous as-
sure que les ouverts formels affines forment une base de la topologie de Zariski. En vue de la
proposition on définit un morphisme de schéma formel X — ) comme un morphisme local
entre espaces annelés. On a directement les définitions de morphisme quasi-séparé, séparé, quasi-
compact et d’immersion fermée et ouverte. Ainsi les schémas formels forment une catégorie que
Pon note (SchFor).
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On a la proposition suivante (cf. [GDT1, 10.4.6]), qui étend la proposition :

Proposition 7.16. Soit A un anneau admissible et X un schéma formel. Alors, naturellement
en A et X,

Hom (X, Spf(A)) = Hom ™ (A, T'(X, O%)),
ou, & gauche, on a des morphismes de schémas formels et & droite les morphismes continus
d’anneaux topologiques.

Les produits fibrés existent dans la catégorie des schémas formels (cf. [GDT71l 10.7.3]). Rap-
pelons briévement la construction. Pour X = Spf(A) et Y = Spf(B), 3 = Spf(C), deux schémas
formels affines sur X, on pose

9 xx 3 = Spf(BEAC),
ot "®" désigne le produit tensoriel complété (cf. [GDTL, 0.7.7]). Par la propriété universelle
du produit tensoriel complété, ceci définit bien le produit fibré dans la catégorie des schémas
formels affines. On peut conclure par le méme argument que pour les schémas (cf. [GD71, 3.2.1]) .

Définition 7.17. Soit X un schéma formel. Un idéal .¢ C Ox est appelé idéal de définition
de X si pour tout z € X il existe un voisinage ouvert formel affine U tel que & | est un idéal de
définition du schéma formel affine 4l.

De méme, une famille (£ )¢y d’idéaux de définition est appelé systéme fondamental d’idéaux
de définition si pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert formel affine U tel que (&) | )res
est un systéme fondamental d’idéaux de définition du schéma formel affine induit par X sur U.

Notons qu’un schéma formel ne posséde pas nécessairement un idéal de définition. Si A est
un anneau admissible noeth’rien, il existe un plus grand idéal de définition. Ceci permet la
proposition suivante [GD71] 10.5.4] :

Proposition 7.18. Soit X un schéma formel localement noetherien. Il existe un plus grand
idéal de définition T C Ox. L’idéal T est défini comme étant le plus grand idéal de définition
I C Ox tel que le schéma usuel (X, Ox/.9) soit réduit.

On introduit la définition suivante (cf. [AbbI0l 2.1.24]) :

Définition 7.19. Soit X un schéma formel. On dit que X est préadique si, pour tout = € X, il
existe un voisinage ouvert formel affine i de z tel que 4 soit le spectre formel du complété d’un
anneau pré-adique. Si, de plus, X posséde un idéal de définition de type fini sur 0%, on dira que
X est adique.

Le premier avantage de cette définition est que tout sous-schéma formel ouvert d’un schéma
formel adique est adique, d’aprés la proposition (cf. [Abb10} 2.1.29]). La proposition suivante
nous assure que cette notion est cohérente (cf. [Abb10] 2.1.31]) :

Proposition 7.20. Soit X = Spf(A) un schéma formel affine. Alors X est adique si et seulement
si A est adique.

Les schémas formels adiques possédent un systéme fondamental d’idéaux de définition. Plus
précisément (cf. [AbbI0l 2.1.30]) :

Proposition 7.21. Soit X un schéma formel adique et & C Ox un idéal de définition de type
fini. Alors (I™),>1 est un systéme fondamental d’idéauz de définition de X.

De méme que pour les anneaux, on introduit une notion de morphisme adique :

Définition 7.22. Soit f: X — 2) un morphisme de schémas formels. Si X est adique et s’il existe
un idéal de définition de type fini #° C Oy de Q) tel que f*(JF)0x soit un idéal de définition
de X, alors on dit que f est un morphisme adique.

Cette notion correspond a celle que ’on a introduite pour les anneaux. En effet, soit ¢: A -+ B
un morphisme d’anneaux admissibles. Alors par la proposition le morphisme ¢ correspond
a un morphisme de schémas formels f: Spf(B) — Spf(A) et ¢ est un morphisme adique si et
seulement si f est un morphisme adique (cf. [AbbI0| 2.2.8]). De plus, la notion de morphisme
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adique est Zariski local (cf. [Abb10] 2.2.10]), ce qui implique en particulier que la composition de
morphismes adiques est adique et que le changement de base d’'un morphisme adique est adique.

On introduit plusieurs notions de finitude des morphismes (cf. [Abb10, 2.3]).

Définition 7.23. Soit ) un schéma formel adique et f: X — ) un morphisme de schémas
formels. Si f est adique et si pour tout idéal de définition de type fini &/ C Oy de 9, le
morphisme de schéma usuel

fo: (X,0x/ ) = (9, 09/F), ou X = f*(I)0x,

est localement de présentation finie (resp. localement de type fini, fini, propre), on dira que f est
localement de présentation finie (resp. localement de type fini, fini, propre). On dira que f est de
présentation finie (resp. de type fini) si f est localement de présentation finie (resp. localement
de type fini), quasi-compact et quasi-séparé.

On déduit assez facilement les propriétés usuelles de ces morphismes entre schémas formels
a partir des propriétés correspondantes pour les schémas usuels (cf. [AbbI0| 2.3]) : Ces notions
sont locales pour la topologie de Zariski, stables par composition et stables par changement de
base.

On introduit encore quelques classes de morphismes (cf. [Abb10] 2.4]) :

Définition 7.24. Soit f: X — 2 un morphisme, on dit que f est formellement lisse (resp.
formellement non-ramifié, formellement étale) si, pour tout schéma Y muni d’un morphisme
d’espaces annelés Y — 9) et sous-schéma fermé Y’ C Y défini par un idéal nilpotent de Oy,
Iapplication induite

Homgy (Y, X) — Homgy (Y, X)
est surjective (resp. injective, bijective). On dira que f est lisse (resp. non-ramifié, étale) si de
plus il est de présentation finie.

On vérifie facilement que la composé de morphismes formellement lisses (resp. formellement
non-ramifiés, formellement étales) est formellement lisse (resp. formellement non-ramifié, for-
mellement étale), et que ces propriétés sont invariantes par changement de base. De plus, ces
propriétés sont locales pour la topologie de Zariski.

Définition 7.25. On dit qu’un schéma formel est idyllique si tout point admet un voisinage
ouvert formel affine qui est le spectre d’un anneau idyllique. On dit qu’un schéma formel est
localement formellement de type fini si tout point admet un voisinage ouvert formel affine qui
est le spectre d’un anneau localement formellement de type fini.

On renvoie a [Abbl0| 2.8] pour les propriétés usuelles sur les schémas formels idylliques.
Notons la proposition suivante qui assure que la notion est cohérente (cf. [Abb10, 2.8.13]) :

Proposition 7.26. Soit f: X — ) un morphisme de présentation fini entre schémas formels.
Si Y est idyllique, X est idyllique. En particulier tout sous-schéma formel ouvert d’un schéma
idyllique est idyllique.

On note (SchFor)¢ la catégorie des schémas formels idylliques. Les morphismes de cette
catégorie sont les morphismes de présentation finie. De méme, on note (SchFor) la catégorie
des schémas formels localement formellement de type fini. Les morphismes de cette catégorie
seront les morphismes de présentation finie.

On note (SchFor)i]dc la sous-catégorie des schémas formels idylliques d’espace topologique
sous-jacent quasi-compact. Notons que c’est la sous-catégorie des objets quasi-compacts de
(SchFor)'4, pour la topologie de Zariski.

7.2.3. On explique la relation entre schémas formels et schémas usuels. Soit X un schéma et
t: Y < X un sous-schéma fermé défini par un idéal .¢ C Ox quasi-cohérent. Soit .% un faisceau
quasi-cohérent sur X. Alors on définit le complété formel de F le long de Y par le faisceau
suivant sur Y : -

y/y = lgnfl(a@’é@ ﬁx/jn)

n>1



38 ARNAUD VANHAECKE

Si aucune confusion n’est possible, on écrira simplement .%.

Définition 7.27. Le schéma formel (Y, (@)/y) est appelé le complété formel de X le long
de Y. Tout schéma formel de cette forme sera dit algébrisable.

Soit X un schéma formel, (#))xcs un systéme fondamental d’idéaux de définition de X. Alors
pour tout A € J, I'espace annelé X, = (X, Ox /%) est un schéma usuel et on a un morphisme
de réduction entre espaces annelés

f)\: X — X,

Soit A, u € J tel que & C £, alors f) induit une immersion fermé de schémas usuels
fA,H: XM — X>\.

On obtient un systéme projectif de schémas (Xy, fi,.)r,u- On a la proposition suivante (cf.
[GD7T, 10.6.2]).

Proposition 7.28. Le schéma formel X et la famille de morphismes (fx)xes constituent une
limite inductive du systéme (X, fx,u)xues dans la catégorie des schémas formels.

On présente une réciproque a la proposition précédente dans le cas adique. Soit, pour tout
entier n > 0, un schéma X,. On suppose que les X,, ont tous le méme espace topologique
sous-jacent X. On fixe, pour tout entier n > 0, une immersion fermée i,,: X,, — X, 41.

Proposition 7.29. Supposons que ig fasse de Xy un schéma de type fini sur X1. On pose
ﬁx = lim ﬁxn.
o

Alors (%,0%) est un schéma formel adique. De plus, muni de morphismes d’espaces annelés
Up: Xn — X pour tout entier n > 0, le schéma formel X est la limite du systéme inductif
(Xnstn)n>0 dans la catégorie des schémas formels.

On renvoie & [Abb10] 2.1.36] pour plus de détails sur cette proposition.
7.2.4. Soit X un schéma formel adique, .# C Ox un idéal de définition de type fini. Soit .# un

faisceau cohérent sur X. On pose

%O

rig

(F) = @ﬁomﬁx (I, F),
neN
la cloture rigide de & . Cette définition ne dépend pas de I'idéal de définition choisi (cf. [Abb10]
2.10.1]). C’est un anneau pour le produit défini par la composition. On a un morphisme -
linéaire
cg: F — %‘;?g(ﬂ).
Le noyau de ce morphisme %, est appelé le sous-module de torsion.

Définition 7.30. Soit X un schéma formel adique. Alors si (Ox)tor = Ox on dira que X est
rig-nul. Si (Ox)tor = 0 on dira que X est rig-pur.

Il est facile de voir que X est rig-nul si et seulement si ., (0x) = 0. On a la proposition
suivante (cf. [Abb10, 2.10.6]) :

Proposition 7.31. Soit X un schéma formel idyllique, soit &/ une Ox-algébre. Alors coy est un

morphisme d’anneauz qui induit sur 5, (<) une structure de #9,(Ox)-algebre.

Ainsi pour X un schéma formel idyllique, (€% )sor est naturellement un idéal de Ox.

Définition 7.32. Le sous-schéma formel fermé de X défini par (Ox )ior est appelé la transformée
stricte de X.

Ainsi, & un schéma formel idyllique, on peut associer un sous-schéma formel rig-pur. Plus
précisément on a la proposition suivante (cf. [Abb10} 2.10.12]) :

Proposition 7.33. Soit X un schéma formel idyllique, alors (Ox)ior est le plus grand idéal
rig-nul de Ox. En d’autres termes, la transformée stricte de X est le plus grand sous-schéma
fermé rig-pur de X.
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Dans le cas affine on a la description suivante (cf. [Abb10} 2.10.5]) :

Proposition 7.34. Soit X = Spf(A) un schéma formel idyllique affine et I C A un idéal
de définition. Soit § un module quasi-cohérent sur X. On note U = Spec(A) — V(I) et M =
D(X, 20,(F)). Alors

F(%, ytor) = th‘a
ot Mo = {m € M | 3k > 0, I*m = 0}. En particulier la transformée stricte de X est de la
forme Y = Spf(A”) ou A" = A/ Ao

7.2.5.  On définit maintenant les éclatements admissibles qui seront cruciaux dans la définition
des espaces rigides (cf. [Abb10, Chap 3]).

Soit X un schéma formel adique d’idéal de définition . C Ox de type fini. Soit </ un idéal
ouvert de type fini de O%. Par le second point de la proposition on voit X comme la
limite du systéme (X,,tn)n>1. Rappelons que pour tout entier n > 1, X,, = (X,0x/ ") et
tn: Xn — Xp41 est donné par le morphisme de réduction. Posons

X, = Pro | @ ™ 00, O,

m=0

Pour tout entier n > 0 on a alors un diagramme cartésien

!
/ tn /
Xn Xn+1

l l (7.1)

L
X, — Xpir.

Ainsi la limite du systéme inductif (X ,¢),) définit, par la proposition [7.29] un schéma formel

adique X’ muni d’un morphisme ¢: X’ — X de type fini. Cette construction ne dépend pas de
l’idéal de définition (cf. [Abb10} 3.1.1.4]). On dit que X’ est I’éclatement de &/ dans X.

Définition 7.35. Soit X un schéma formel adique, .# C Ox un idéal de définition. Soit ¢: X' —
X un morphisme de type fini. On dit que c’est un éclatement admissible si ¢ est isomorphe &
I’éclatement d’un idéal ouvert dans X.

On introduit un invariant pour les éclatements admissibles :

Définition 7.36. On appelle point rigide le spectre formel d’'un anneau 1-valuatif. On rappelle
qu’un anneau A est 1-valuatif si c¢’est un anneau de valuation, complet et séparé, de hauteur 1
muni de la topologie linéaire dont les idéaux non nuls forment un systéme fondamental d’idéaux
ouverts.

Définition 7.37. Soit X un schéma formel idyllique. Soit 8 un sous-schéma formel fermé de X.
On dit que c’est un point rigide de X si ‘P est un point rigide. On note (X) ’ensemble des points
rigides de X.

L’association X ~~ (X) définit un foncteur de la catégorie des schémas formels dans la catégorie
des ensembles. On a la description suivante dans le cas affine (cf. [Abb10] 3.3.2]) :

Proposition 7.38. Soit A un anneau idyllique muni d’un idéal de définition I C A de type fini.
Si on pose X, = Spec(A) — V(J), alors X, est naturellement en bijection avec les points rigides
de X = Spf(A).

Ainsi on peut considérer le foncteur X ~ (X) comme un foncteur de la catégorie des schémas
formels affines dans la catégorie des schémas affine par la naturalité. Dans le cas rig-pur on a la
proposition suivante (cf. [Abb10] 3.3.11])

Proposition 7.39. Soit X un schéma formel idyllique rig-pur. Soit (4;);c1 une famille d’ouverts
de X munis de sous-schéma formel de X. Alors (4;);c1 est un recouvrement de X si et seulement

(X) = U<ﬂz‘>-

icl
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En particulier X est vide si et seulement si (X) est vide.

Etant donné que les éclatements admissibles ne changent pas les points rigides, on a la pro-
position suivante (cf. [Abb10} 3.3.8]) :

Proposition 7.40. Soit X et X' des schémas formels idylliques. Alors si p: X' — X est un
éclatement admissible, Uapplication induite sur les points rigides (p): (X') — (X) est bijective.

En vue de ce qui précede on obtient qu'un éclatement admissible ¢: X’ — X de schémas for-
mels affines induit un isomorphisme (¢): (X') — (X). Les éclatements admissibles se comportent
bien vis-a-vis des schémas rig-purs (cf. [AbbI10, 3.5.9]) :

Proposition 7.41. Soit X un schéma formel idyllique et soit p: X' — X un éclatement admis-
sible. Si X est rig-pur, ¢ est un épimorphisme dans la catégorie des schémas formels.

7.3. Espaces rigides. Dans cette sous-section on rappelle et on étend la construction de Ray-
naud.

7.3.1. On note B I'ensemble des éclatements admissibles de (SchFor)}l‘i. Pour X un schéma
formel idyllique quasi-compact on note By la sous-catégorie pleine de (SchFor)iq(i formée des
couples (X', ) tels que ¢: X' — X appartient & B. On renvoie a [AbbI10| 4.1.4] pour la proposition
suivante :

id

Lemme 7.42. L’ensemble B permet un calcul de fractions a droite dans la catégorie (SchFor);f.

De plus, pour tout schéma formel idyllique quasi-compact X, la catégorie By est co-filtrante.

Ainsi, on peut localiser par rapport aux éclatements admissibles. On note (Rig)°°", la caté-
gorie des espaces rigides cohérents, la localisation & droite de (SchFor)ildC par rapport a B. On
note

Q: (SchFor)d — (Rig)",
le foncteur de localisation, appelé le foncteur fibre générique. Pour X un schéma formel idyllique
quasi-compact on notera X''® = Q(X) la fibre générique de X et pour f un morphisme de
(SchFor)ilcf: on notera f® = Q(f) la fibre générique de f. Soit X, 2 deux schémas formels
idylliques quasi-compacts. Un morphisme f: X™8 — )& est la donnée d'un triplet (', X', o) tel
que (X', ) est un objet de Bx et f': X’ — 2) un morphisme de présentation fini. En d’autres
termes :

id
qc

Hom(Rig)C"h(xrig, Syrig) = hgl I—Iorn(SchFor)ildC (x/7 S‘D)
X’'eB%

Remarque 7.43. Le schéma formel vide () est un objet initial dans (SchFor)ii. 11 est strict au

sens de [SGAT2al II, 4.5]. L'image de ce dernier, (*& = Q()) est un objet initial de (Rig)°".
L’espace rigide cohérent ('8 est un objet initial strict.

On a la proposition suivante (cf. [Abb10}, 4.1.14]) :

Proposition 7.44. Les produits fibrés existent dans (Rig)°" et Q commute aux produits fibrés.
De plus, les sommes finies sont représentables et () commute aux sommes finies.

Le second point est essentiellement dii & ce qu'une somme finie d’éclatements admissibles est
un éclatement admissible. En particulier les sommes finies dans (Rig)®" sont disjointes au sens
de [SGAT24] 1T, 4.5].

Définition 7.45. Pour X un espace rigide cohérent, on appelle un schéma formel idyllique
quasi-compact X tel que X™8 = X un modeéle formel de X.

Pour g: X — Y un morphisme entre espaces rigides cohérents, on appelle un morphisme de
présentation finie entre schémas formels idylliques quasi-compacts f: X — 2) un modéle formel
de g si f"& est isomorphe a g.

On veut se ramener aux schémas formels rig-purs. La proposition suivante le permet (cf.
[AbbIOL 4.1.18]

Proposition 7.46. Soit X un schéma formel idyllique quasi-compact. Soit ) sa transformée
stricte et j: Y — X Uimmersion fermée canonique. Alors j™9: Q™9 — X™9 est un isomorphisme.
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Cette proposition nous assure que tout espace rigide cohérent admet un modéle formel rig-pur.
De plus, pour tout morphisme entre espaces rigides cohérents g: X — Y, il existe un modéle
formel f: X — 2) tel que X soit rig-pur.

On définit maintenant plusieurs classes de morphismes & partir de leurs modéles formels. On
renvoie a [AbbI0| 4.2] pour plus de détails.

Définition 7.47. Soit g: X — Y un morphisme d’espaces rigides cohérents. Alors on dit que
g est une immersion (resp. immersion fermée, immersion ouverte) s'il admet un modéle formel
f qui est une immersion (resp. immersion fermée, immersion ouverte). De méme, on dira qu'un
morphisme g: X — Y d’espaces rigides cohérents est fini (resp. propre) s’il admet un modéle
formel qui est un morphisme fini (resp. propre).

On vérifie (avec un peu de travail) que ces notions sont stables par composition et par chan-
gement de base (cf. [AbbIO0l 4.2]). De plus, les immersions fermées sont finis, les morphismes
finies sont propres et les immersions sont des monomorphismes.

On a la proposition suivante (cf. [Abbl10] 4.2.11-17]) :

Proposition 7.48. Soit f: X — 2 un morphisme entre schémas formels idylliques quasi-
compacts. Alors si X est rig-pur, fr9: X" — Q"9 est propre (resp. fini) si et seulement si

f est propre (resp. fini).

7.3.2.  On veut maintenant munir la catégorie des espaces rigides cohérents d’une topologie de
Grothendieck pour définir le topos des faisceaux. On définira les espaces rigides quasi-séparés

_——_coh

comme une sous-catégorie de ce topos. Soit (SchFor)id (resp. (Rig) ) la catégorie des pré-

faisceaux d’ensembles sur (SchFor)!d

id (resp. (Rig)°") dans les ensembles. On a un foncteur de
Yoneda

i — _——_coh
h: (SchFor)}ldC — (SchFor)id | ( resp. h: (Rig)®°" — (Rig) ),
pleinement fidéle. Le foncteur de localisation @@ donne un foncteur

—

Q": (Rig)*" — (SchFor)i.

D’apres [SGAT2al I, 5.1] ce foncteur admet un adjoint & gauche

-

Qi: (Scf]i?r){]dc — (Rig)<°h,

qui est exact & gauche (cf. [Abb10, 4.1.13]). Ces foncteurs commutent aux foncteurs de Yoneda.
En somme, on a le diagramme suivant :

(SchFor)id VAN (Rig)ch
lh lh (7.2)
(SchFor)id, —% (Rig)eh
Il résulte de (cf. [Abb10] 4.1.13]) que @ est exact & gauche et commute donc aux produits fibrés.

Définition 7.49. Soit X un objet de (Igg?Oh. On appelle point rigide de X tout couple (P, p)

ou P est un point rigide, vue dans (Rig)®" par Q;oh et p: P — X est un morphisme de
(Rig)coh.

On dit qu'un morphisme f: X — Y entre préfaisceaux sur (Rig)®" est couvrant pour les
points rigides si, pour tout point rigide (P, p) de Y, il existe un point rigide (@, ¢) de X tel que

HOIny(Q, P) 7& 0.

De méme, si (X; — X);cs est une famille de morphismes de préfaisceaux sur (Rig)°°?, on dit
qu’elle est couvrante pour les points rigides si le morphisme induit [[;.; X; — X, est couvrant
pour les points rigides.

Un morphisme de présentation fini entre points rigides est couvrant pour les points rigides
(cf. [Abb10} 4.3.4]). On a de plus (cf. [Abb10, 4.3.5]) :
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Proposition 7.50. Soit X un espace rigide cohérent. Soit (X; — X)ier une famille de mor-
phismes d’espaces rigides cohérents. Cette famille est couvrante pour les points rigides si et
seulement si Uapplication induite [[;. (X;) — (X) est surjective.

Gréce 4 la proposition et un argument de recouvrement (cf. [Abbl10} 4.2.13]) on obtient
la proposition suivante (cf. [Abb10| 4.3.6]) :

Proposition 7.51. Soit (X; — X),c1 une famille d’immersions ouvertes d’espaces rigides cohé-
rents. Alors il existe un modeéle formel rig-pur X et une famille de sous-schémas formels (X;)icr
de X tel que pour tout i € I, X:ig est X -isomorphe o X;. De plus, la famille (X; — X);er est
couvrante pour les points rigides si et seulement si

x=Jx.

iel
Définition 7.52. Soit X un espace rigide cohérent. On dit qu’une famille (X; — X);c; d’im-

mersions ouvertes est un recouvrement admissible s’il existe une sous-famille finie couvrante pour
les points rigides.

De la proposition précédente on déduit que les recouvrements admissibles forment une préto-
pologie (cf. [SGAT2al II 1.3]). On considére le site engendré par cette topologie.

Définition 7.53. On appelle topologie admissible la topologie engendrée par les recouvrements
admissibles.

Ainsi on peut considérer les faisceaux pour cette topologie. On définit le topos admissible,

(Rig)eh comme le topos des faisceaux sur (Rig)°°" pour la topologie admissible. On le munit
de la topologie canonique (cf. [SGAT2al IT 2.5]). Ainsi on obtient un foncteur de Yoneda

e: (Rig)“" — (Rig)coh,
qui est fidelement plat. On a directement la proposition suivante d’aprés [SGAT2bl VI 1.2-10-18].

Proposition 7.54. La catégorie (Rig)" est cohérente, c’est-a-dire que c’est une sous-catégorie
quasi-compacte dont tout objet est quasi-séparé.

7.3.3.  On définit dans ce paragraphe les espaces rigides quasi-séparés.

—

Définition 7.55. Soit f: X — Y un morphisme de (Rig)c°". On dit qu’il est représentable si
pour tout espace rigide cohérent X’ et morphisme X’ — X, le produit X’ xy X est représentable
par un objet de (Rig)c"h. On dira de plus que f est une immersion quasi-compacte (resp.
immersion fermée, immersion ouverte quasi-compacte) si pour tout espace rigide cohérent X’ et
morphisme X’ — X le morphisme X’ xy X — X’ est une immersion (resp. immersion fermée,
immersion ouverte) dans (Rig)®".

Il est facile de déduire que la composé de morphismes représentables est représentable et
que la composé d’immersions quasi-compacte (resp. immersion fermée, immersion ouverte quasi-
compacte) est une immersion quasi-compacte (resp. immersion fermée, immersion ouverte quasi-
compacte). De plus, ces notions sont stables par changement de base. Ces définitions on un sens

g

dans le topos (Rig)c°". On renvoie & [Abb10] 7.1.5] pour la proposition suivante :

Proposition 7.56. Soit f: X — Y une immersion quasi-compacte de (Rig)c". Si Y est un
faisceau pour le site admissible, alors il en est de méme pour X. De plus, f est un morphisme

cohérent au sens de [SGAT2b, VI 1.7].

Définition 7.57. Une famille (X; — X );c; d’immersions ouvertes quasi-compactes de (Rig)c?
est un recouvrement admissible si pour tout espace rigide cohérent Y et tout morphisme ¥ — X
la famille (X; X x Y — Y);es est un recouvrement admissible dans (Rig)<".

On définit la catégorie des espaces rigides quasi-séparés (Rig)qs comme la sous-catégorie pleine

de (Rig)°°" dont les objets sont les faisceaux qui admettent un recouvrement admissible par des
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espaces rigides cohérents. On le munit de la topologie induite et par le foncteur canonique on
obtient

a: (Rig)®" — (Rig)gs,
qui est un foncteur pleinement fidéle. On identifiera les espaces rigides cohérents comme sous-
catégorie des espaces rigides séparés. C’est une sous-catégorie génératrice dont les objets sont
quasi-compactes. Réciproquement (cf. [Abb10, 7.1.11]) :

Proposition 7.58. Un espace rigide quasi-séparé est un espace rigide cohérent si et seulement
si c’est un objet quasi-compact.

On en déduit que les morphismes représentables de (Rig)qs sont quasi-compacts. On a la
caractérisation suivante des espaces rigides quasi-séparés (cf. [Abb10, 7.1.12]) :

—_~—

Proposition 7.59. Un objet de (Rig)c" est un espace rigide quasi-séparé si et seulement si il
est ind-représentable par un ind-objet de (Rig)°°", tel que les morphismes de transition sont des
immersions ouvertes.

On en déduit directement que les espaces rigides quasi-séparés sont bien des objets quasi-
séparés.

Définition 7.60. Soit f: X — Y un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés, on dira que
f une immersion (resp. immersion ouverte) si pour tout espace rigide cohérent X’ et toute
immersion ouverte g: X’ — X la composé f o g est une immersion quasi-compacte (resp. une
immersion ouverte quasi-compacte).

Il est clair qu’une immersion quasi-compacte est une immersion. La composé d’immersions
(resp. d’immersions ouvertes) est une immersion (resp. immersion ouverte) et le changement de
base d’une immersion (resp. immersion ouverte) est une immersion (resp. immersion ouverte). On
dira qu'un morphisme f: X — Y entre espaces rigides quasi-séparés est séparé si le morphisme
diagonal

Ax/yl X = X xy X,
est une immersion fermée. Les morphismes séparés sont stables par composition et changement
de base.

Définition 7.61. Soit f: X — Y un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés. Si f est re-
présentable et si, pour tout espace rigide cohérent X', le morphisme X’ xy X — X’ est propre
(resp. fini) dans (Rig)°°", on dira que f est propre (resp. fini).

La composée et le changement de base des morphismes propres (resp. finis) sont des mor-
phismes propres (resp. finis) (cf. [Abb10} 7.2.10]). Sur le modéle de la définition on dira
qu’un morphisme d’espaces rigides quasi-séparés est lisse, non-ramifié ou étale. Ces morphismes
sont stables par composition et changement de base. On a la proposition suivante (cf. [Abb10}
7.2.14]) :

Proposition 7.62. Une immersion d’espaces rigides quasi-séparés (resp. une immersion ou-
verte) est non ramifiée (resp. étale).

Définition 7.63. On dira qu'un morphisme f: X — Y d’espaces rigides quasi-séparés est un
revétement étale si c’est un morphisme étale et fini.

7.4. Schémas formels m-adiques. Soit R un anneau & valuation discréte que 'on suppose
de caractéristique 0. On note 7 € R une uniformisante et K le corps des fractions muni de la
topologie induite par la norme |-|. Dans cette partie on va étudier les schémas formels et les
espaces rigides quasi-séparés au dessus de R. On notera

(SchFor /R)l.  (Rig/K)™" (Rig/K)qs

les catégories des Spf(R)-objets (resp. Spf(R)"8-objets) des catégories précédemment utilisées,
ce qui a un sens car R est un anneau idyllique. Les objets de (Rig /K )" (resp. (Rig /K )qs) sont
appelés K-espaces rigides cohérents (resp. K-espaces rigides quasi-séparés). Toutes les construc-
tions précédentes ont un sens dans ce context.
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7.4.1. Soit n > 0 un entier. On considére [’algébre de Tate sur R, c’est-a-dire I'algébre des séries
formelles restreintes sur R. En terme de la norme on a :

R{X1,...,X,} = { > a XV X |WweN'a, €K, lim |a,| :0}.

vite vy —00
veNn

On pose K{X1,...,X,} = R{X1,...,X,}®gK. On a de méme :

K{X1,~--,Xn}:{zaVXfl-uX;L’"WeN"ayeK, lim |auzo}.

Vit vn—
veN”
On munit K{X;,...,X,} de la norme de Gauss |-||, définie par

I /Il = sup|a,|, pour f = Za,,Xi’l ce X
v veN
Muni de cette norme, K{X,..., X, } est une algébre de Banach sur K. Cet anneau est noethé-
rien (cf [BGR84, 5.2.6 Théoréme 1]). De plus, R{ X}, ..., X, } est noethérien, en effet R[ X1, ..., X,,]
est noetherien donc sa complétion m-adique, R{X1,..., X, }, est noethérienne d’aprés la propo-
sition Ainsi une R-algébre topologiquement de type fini est noetherienne.

Définition 7.64. Soit B une K-algébre. On dit que c’est une algébre K -affinoide s’il existe un
entier n > 0 et une surjection stricte

K{Xi,...,X,} — B.

Comme les idéaux de K{Xi,...,X,} sont fermés (cf. [BGR84, 5.2.7 Corollary 2|), toute
algébre K-affinoide est une algébre de Banach. Les algeébres K-affinoides forment une catégo-
rie pour les morphismes continus. Comme K{X;,..., X, } est noethérienne, toute algébre K-
affinoide est topologiquement de présentation finie. Ainsi on obtient un foncteur de la catégorie
des R-algébres idylliques dans les algébres K-affinoides donné par A ~ AQrK. Ce foncteur est
le foncteur de localisation par rapport a la partie multiplicative des morphismes induient par la
famille {7"},,>0.

Les K-algébres affinoides décrivent les espaces rigides affines. On dit qu’un espace rigide quasi-
séparé est affine s’il est de la forme Spf(A)*® pour A une algébre idyllique. Les espaces rigides
affines forment une sous-catégorie pleine des espaces rigides quasi-séparés. De plus, ce sont des
espaces rigides cohérents. On a le résultat suivant :

Proposition 7.65. On a une équivalence de catégories
{algebres K -affinoides} < { K -espaces rigides affines}.

Démonstration. On sait que la catégorie des schémas formels affines idylliques sur R est équiva-
lente a la catégorie des anneaux idylliques sur R. Le foncteur de localisation précédemment décrit
donne un foncteur des schémas formels affines sur R dans la catégorie des algébres K-affinoides
X = Spf(A) ~ A®gr K. On veut montrer que ce foncteur se factorise par les éclatements admis-
sibles. Soit ¢ : Spf(A4) — Spf(B) un éclatement admissible de schémas formels idylliques affines
sur R. D’aprés la proposition [7.38] application induite e®idg : BORK — A®gK correspond
au morphisme de schémas usuels

(p): (Spf(A)) — (Spf(B)),
qui est un isomorphisme d’aprés la proposition On a obtenu un foncteur
{K-espaces rigides affines} — {algebres K-affinoides }.

Soit B une algébre K-affinoide. Posons B° = {f € B | ||f|| < 1}, c’est une R-algébre
topologiquement de type fini et donc de présentation finie. Ainsi A est idyllique et Spf(B°)"'8
est un espace rigide affine. On a défini un foncteur

{algeébres K-affinoides } — {K-espaces rigides affines}.

La composée a gauche avec le foncteur précédent est bien l'identité. Calculons la composé a
droite. Soit X un K-espace rigide affine et X = Spf(A) un modele formel tel que A soit rig-pur.
On veut construire un éclatement admissible entre Spf(A) et Spf((A®zK)°). On a besoin d'un
lemme (cf. [AbbI0] 3.1.11]) :
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Lemme 7.66. Soit A une R-algébre linéairement topologisée qui est un anneau idyllique rig-pur.
Soit A" une sous-A-algebre finie de A ®r K considérée comme une A-algébre adique. Alors

Spf(A’) — Spf(A4)
est un éclatement admissible.
O
On applique ce lemme & A’ = (A®QRK)° qui est une sous-A-algébre fini de A @ K. En effet

pour f € Aon a | f|| < 1. De plus, A’ est une sous-A-algébre fini AQgrK par le théoréme de
Grauert-Remmert. C’est bien une A-sous algébre fini de A ® g K, donc

Spf((A&RK)®)"e = Spf(A)re.

Ce qui conclut la preuve.

On notera B ~» Spm(B) I’équivalence dans le sens direct.

7.4.2. Dans cette section, on construit le foncteur de Berthelot & partir de ce qu’on a introduit.
Soit n > 0 un entier, r un réel strictement positif. On définit une sous-algébre de I’algébre des
séries formelles sur K :

14t vp—o0

K{r Xy, or Xy} = { S a XV X | WweNa, €K, lim g, [t = O} .
veNn v
C’est une algébre de Banach pour la norme de Gauss, définie par
£l = suplay 4, powr = 3T a, X0 X2
v v: {1,....,n}—N
Dans certains cas ces algébres sont K-affinoides (cf. [BGR&4, 6.1.5]).

Proposition 7.67. Supposons que r € |K|, alors K{r='X;,...,r71X,,} est une algébre K-
affinoide.

Pour 0 < 7 < 7/ on aun morphisme de restriction K{r' 1 Xy,...,r' 71X, } — K{r=1Xy,...,r 71X, }
obtenu simplement par f +— f. De plus si 7 < 1 on a une injection

R[X1,...,X,] = K{r/'Xy,..., 7 'X,,}.
On en déduit le lemme suivant :
Lemme 7.68. Soit {r,,}m>1 une suite de réels positifs tels que pour tout entier m > 1 on a
rm < 1. Alors

»'m

K[Xy,.. . Xp] 2 Um K{r X, XY

ot la limite projective se fait par rapport auxr morphismes de restrictions. De plus, dans la
catégorie des espaces Tigides affines les morphismes de transition sont des immersions ouvertes.

Démonstration. 1l est clair que les morphismes de transition définissent des immersions ouvertes.
Comme indiqué on a pour tout m > 1 un morphisme

R[X1,..., Xn] = K{r, ' X1,...,r;,} X},
ce qui induit un morphisme
R[X1,...,X,] — @K{r;lxl, o IX Y
m
Montrons que ce morphisme est continu. Soit I = (p, X1,...,X,) C R[X1,...,X,]. Le membre
de droite est muni de la topologie produit. Soit £ > 1 un entier, alors I'image de I* est inclue
dans
{£1vm> 1011 < sup ol
0o

X
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Ainsi le morphisme est continu. Par la propriété universelle du produit tensoriel complété on
obtient un morphisme

K[X1, o, Xp] = lm K {r, Xt X

Or, les membres de la limite sont tous inclus dans le membre de gauche, ainsi on a un isomor-
phisme. O

Remarque 7.69. Géométriquement, ce lemme dit que la boule unité fermée est 'union crois-
sante de boules ouvertes de rayon plus petit.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 7.70. Toute K-algébre formellement de type fini est une limite projective de K-
algebres formellement de type fini tel que les morphismes de transition définissent des immersions
ouvertes.

Démonstration. Soit B une algébre K-affinoide. Alors il existe des entiers m,n > 0 et une
surjection stricte
K{Xy,...,Xn}[Y1,...,Yn] — B.

Soit {rm}m>1 une suite croissante de réels tel que pour tout entier m > 1 on a r,,, € |K| et

Tm = 1. Soit m > 1 un entier fixé, on applique -@K{r;1Y7,..., Y, } ala surjection précédente

K{X1,..., X Y{r Y1, ... .r 1Y, } — By, = BOK{r 'Y1,...,r 'V, }.

i m rTm
Donc B,, est une algébre K-affinoide et comme les immersions ouvertes sont stables par change-
ment de base, le morphisme de transition B,,11 — B, définit une immersion ouverte. Comme
les limites et co-limites commutent (cf. [SGAT2a, Corollaire 8.9.2]) on obtient par le lemme
précédent
B

1%

lim B,,.
(—

m

O

Par la proposition [7.59] on obtient un foncteur de la catégorie des schémas formels affines
formellement de présentation finie dans les espaces rigides quasi-séparés. D’aprés [SGAT2al, 1
8.6] on obtient un foncteur entre les ind-objets de ces catégories. Or, comme ) commute aux
sommes finies et que tout schéma formel localement formellement de présentation finie est une
limite inductive de schémas formels formellement de présentation finie ou les morphismes de
transition sont des immersions ouvertes, on obtient un foncteur

Q: (SchFor /R)™ — (Rig /K ).

On l'appellera encore le foncteur fibre générique. On vérifie que ce foncteur est le méme que celui
introduit en [RZ96, 5.1-5.12].

7.4.3. Dans ce paragraphe on définit les schémas formels normaux et la normalisation dans la
fibre générique. La référence principale est [FGLOS, Chap I Annexe A].

Soit X = Spm(B) un espace rigide affine sur K. Alors on dit que X est réduit si B est réduit.
L’algébre K-affinoide B est réduite si et seulement si tout ses localisés complétés en des éléments
non-diviseurs de zéro sont tous réduits. Ceci justifie la définition suivante :

Définition 7.71. Soit X un espace rigide quasi-séparé sur K. On dit que X est réduit si il
existe un recouvrement admissible par des espaces rigides affines réduits.

Notons que si X est un espace rigide quasi-séparé et réduit sur K, alors pour toute immersion
ouverte U — X, U est réduit.

Soit X = Spm(B) est un espace rigide affine réduit sur K. Supposons que B soit intégre, on
dira que X est mormal si B est intégralement clos. De maniére équivalente on peut demander
que tout les localisés complétés de B en des idéaux premiers soient intégralement clos dans leur
corps des fractions.

Définition 7.72. Soit X un espace rigide quasi-séparé réduit sur K. On dit que X est normal
'l existe un recouvrement admissible par des espaces rigides affines normaux.
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On passe maintenant aux schémas formelles idylliques.

Proposition 7.73. Soit X un schéma formel idyllique rig-pur sur R. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) Tout point de X admet un voisinage affine qui est le spectre formel d’un anneau normal.
(i1) Pour tout ouvert connexe U C X, Ox(U) est intégralement clos dans son corps des fractions.

(1ii) Pour tout x € X le germe Ox , est intégralement clos dans son corps des fractions.

Démonstration. Tout repose sur le fait que pour tout ouvert U C X, Ox(U) est excellent. Ainsi
pour tout f € Ox(U), ﬁ};(U)[%] est excellent et donc s’il est normal son complété I’est. En plus
de la remarque I’équivalence se déduit facilement. O

Définition 7.74. On dit qu'un schéma formel idyllique X sur R est normal si les conditions
équivalentes de la proposition précédente sont satisfaites.

On veut maintenant définir le normalisé dans la fibre générique. On commence par le cas
affine : Soit X = Spf(A) un schéma formel idyllique réduit sur R. L’algébre K-affinoide (A®K)
est muni d’une norme de Gauss et on définit la R-algeébre A = (AQK)° = {f € AQK | ||f| > 1},
que 'on a déja rencontrée. Alors A est intégralement clos et par le théoréme de Grauert-Remmert
c’est une A-algebre fini. En particulier A est idyllique et on a un morphisme fini

X = Spf(4) — X.
On étend facilement cette construction :

Proposition 7.75. Soit X un schéma formel idyllique réduit sur R tel que X" est normal.
Alors il existe un schéma formel idyllique normal X sur R et un morphisme fini

X X,
le morphisme de normalisation.

8. L’ESPACE DE DRINFELD

Soit K une extension finie de Q,. On note O son anneau des entiers et x son corps résiduel.
Soit f le degré résiduel K. On fixe une uniformisante 7 € Og.

Soit D une algébre centrale simple sur K d’invariant 1/d, avec d > 2. Soit Op un ordre
maximal de D. Alors Op = Oy4[II] avec Oy 'anneau des entiers de 'extension non-ramifiée de
K de degré d et II € Op une uniformisante. On note F = Op/TIOp. On considére toujours
les caractéres multiplicatifs de F, F¥ = Hom(F*, uqd,l(@)), F+ C FVY, les caractéres additifs et
FF C FT les caractéres additifs x-linéaires. On note de plus r = fd, le cardinal de F, comme
précédemment.

On note K la complétion de I'extension maximale non-ramifiée de K et O ;v son anneau des
entiers. Le corps résiduel de K est . Notons que 7 est aussi une uniformisante de O . On note
o € Gal(K/K) le Frobenius relatif.

On considére (Nilp /O;) la catégorie des O p-algébres ot 7 est nilpotent. On dira par abus
qu'un objet de (Nilp /O ) est une Oy -algebres nilpotente. Pour T € (Nilp /O) on note T' =
T/wT. Soit de plus X un Op-module formel spécial fixé sur 7.

8.1. L’espace des modules de Drinfeld.

8.1.1. Soit S un objet de (Nilp /O};). Rappelons quun Op-module p-divisible X sur S est un
groupe p-divisible sur S muni d’une action de Op,

t: Op — End(X).

En particulier X est un Og-module. On dira que X est un Op-module p-divisible strict si
Paction de O sur le S-module Lie(X) est donnée par sa structure usuelle de S-module, i.e. ¢ se
factorise par le morphisme de structure Ox — S.

Soit X un Op-module p-divisible strict. Alors on a une FT-graduation de I’algébre de Lie de
X donnée par
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Lie(X) = @ Lie(X); avec Lie(X), = {v € Lie(X) | di(a)(v) = x(a)v,Va € Og}, (8.1)
x€FL

Notons que nous faisons le choix de signe opposé a [Wanl4]. On dit que X est un Op-module
formel spécial si Lie(X) est un Op ®o, Ox-module libre de rang 1. Ceci est équivalent a ce
que pour tout x € F;}, le S-module Lie(X), est libre de rang 1.

L’endomorphisme ¢(IT) induit un endomorphisme de Lie(X) de degré 1 pour cette graduation,
c’est-a-dire que pour tout x € F on a par restriction de di(IT) aux différentes composantes un
morphisme Lie(X), — Lie(X)yqa. On notera cette restriction II,. On dit que x € F} est un
indice critique si 'endomorphisme II, : Lie(X), — Lie(X)yqs est nul (cf. [BCI1]). Supposons
que w5 = 0 alors, comme ’action est stricte,

Iy ollyao---oll a1 =7=0
sur Lie(X),. Ainsi si 75 = 0, il existe au moins un indice critique.

8.1.2. On considére [’espace des modules de Drinfeld .#,,.. Rappelons sa définition d’aprés
[RZ96] Chap.3|. Le schéma formel .#,, sur Spf O représente le foncteur (Nilp /O ) — Sets
covariant défini par

X un OD—quule p-divisible spécial sur T,
Tr— < (X,p)| p: X Xgpecr T = X x0T
une Op-quasi-isogénie de hauteur 0

C’est un schéma formel localement formellement de type fini. On verra qu’il est idyllique.
Soit X le Op-module formel spécial universel sur .#},,. De méme que on a une F;f-
graduation de Lie X,

ou les Lie(X), sont des faisceaux inversibles sur .4, pour tout x € Fi.

8.1.3. On introduit QK le schéma formel de Deligne sur Spf Og. On note BT 4 I'immeuble
de Bruhat-Tits. C’est un complex symplicial dont les 0O-simplexes sont indexés par les classes
d’homothétie de Ox-réseaux de K¢. Décrivons les autres simplexes. Soit A € K¢ un Og-réseau,
on note A sa classe d’homothétie. Pour m un entier tel que 1 > m > d, un m-simplex de BT 4 est
un ensemble de O-simplexes, A = {A;,,...,A;, }, olti1,...,%, est une suite croissante d’entiers
de [1,d] et telle qu’il existe pour tout j € [0,m] un représentant A;, € A;; tel que

i, G Ay G G A

Tm *
Pour tout simplexe A et toute classe d’homothétie A € A on fixe un représentant A € A tel que
la condition précédente soit satisfaite.

Soit A = {A A;,} € BT 4 un m-simplex. On pose Ca = {ig,-..,im}, ensemble des
indices de A. On définit un foncteur

Fa: (Nilp /OK) — (Sets),

de la facon suivante : Pour toute Og-algebre nilpotente S, FaA(S) est la classe d’isomorphisme
des diagrammes commutatifs de la forme

TIREEE

Nig > Aiy o Ay~ Ay
N b 52
L;, L;, EE Li, L;,,
tel que :
e L;,Li,...,L; sontdes Os-modules inversibles,

e les fléches horizontales du bas sont des morphismes de &g-modules,

® VivsPiys- -, Pi, sont des morphismes de Ox-modules,
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e pour tout k € [0,m] et tout n € A;, — A;,_,, la section ¢;, (n) ne s’annule nulle part sur
Spec S.

Ce foncteur est représentable par un schéma formel Qa sur O (cf. [BCIT, Chap. 1], [RZ96)
3.69]). Ce dernier est méme affine, Qa = Spf(Aa) ot A est le localisé complété pour une partie
multiplicative, correspondant & la derniére condition sur le diagramme de

-1
Ox{x1,...wa{z; }igoa/( H x; — ).
1€Ca
Le schéma formel affine QA est muni des ﬁm—modules inversibles universels .%;,,.%;,,...,.%
Pour tout ¢ € Ca, on a I‘(QA,L@*(@.,%H) = (x;).
Soit k € [0,m] et A’ = A — {A;. }. On a une immersion ouverte Qa, — 2a obtenue en
inversant X;,. En termes de foncteurs, Fas s’identifie au sous-foncteur ouvert défini par la

condition supplémentaire sur le diagramme "Li, — Li,,, est un isomorphisme". Ainsi on
a défini un systéme inductif sur BT, dont les morphismes de transitions sont des immersions

m*

ouvertes. De plus, %, restreint a Qa: est L., - La limite
Qo= |J Qa,
AEBT 4

est le schéma formel de Deligne. Les O  -modules inversibles universels se recollent et définissent
des ﬁflok -modules inversibles .4, ..., %, et des morphismes ., — %11 pour tout @ € [1,d].
On a directement la proposition suivante :

Proposition 8.1. Le schéma formel de Deligne est un schéma formel idyllique et lisse sur Ok .
En particulier, tous ses anneaux locaux sont réduits et réguliers. De plus, il est séparé et connexe.

Le théoréme important (mais difficile), da & Drinfeld (cf. [Dri76]) et expliqué par Boutot et
Carayol pour d = 2 (cf. [BC91]), est le suivant :

Théoréme 8.2 (Drinfeld). On a un isomorphisme entre My, et Q@K . En particulier .,
est conneze, régulier et réduit.

On notera on = Ok ®K. L’isomorphisme dépend du choix d’un caractére x; € FT. Par

cet isomorphisme le g~ -module inversibles .} pour k € [0,d] s’identifie a Lie(X),x et le
K

morphisme universel .2} — %11 s’identifie & Il : Lie(X)r — Lie(%)xxlc+1.

8.1.4. On peut considérer la fibre générique (.#p, )", c’est un espace rigide quasi-séparé. On a
un recouvrement admissible explicite grace au théoréme [8.2]:

(Mp,)"8 U (QA ® Of()rig.
AEBT 4

Soit X — Ap, le Op-module formel spécial universel. Soit X[II] = ker(II: X — X) les II-point
de torsion. Alors X[II] — .#p, est un morphisme fini. On obtient un morphisme

X[M]"8 — (A

qui est aussi fini. Ce morphisme est étale (cf. [BC91, Chap. II, 13]), on donne un argument direct.

)",

Lemme 8.3. Soit G — X un morphisme fini d’espaces rigides quasi-séparés. Supposons que G
est un objet en groupes de (Rig /K)4s, alors le morphisme est étale.

Démonstration. On peut supposer que X est affine, X = Spm(A) avec A une algébre K-affinoide.
Alors G = Spm(A’) ou A’ est une A-algébre finie. Comme G est un objet en groupes fini on en
déduit que A’ est une A-algébre de Hopf finie. Or A est de caractéristique 0 et donc A’ est étale
sur A, d’ou la proposition. O

On a un morphisme défini par la section unité e: .#,, — X[II] qui est une immersion fermée.
On obtient une immersion fermée

B (M) — XIS,
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Définition 8.4. On définit la fibre générique du premier revétement de Drinfeld ' — (M,
par :

r)rig

Bt = X[ — B[ (Ap,) ")

Le nom "revétement" est justifié car le morphisme X! — (L#p, )8 est un revétement étale. Le
but de la suite est de trouver un modéle formel explicite de £ par une description modulaire.

8.2. Le revétement modérément ramifié de ’espace des modules de Drinfeld.
8.2.1. Soit S une O ;-algebre nilpotente fixée.

Lemme 8.5. Soit X un Op-module formel spécial sur S. Alors X est un schéma en F-vectoriels.
En particulier X[II] est un schéma en F-vectoriels sur 4, .

Démonstration. On traite le cas universel. On considére la structure de Op-module de X donnée
par ¢: Op — End(%). Elle se factorise en 7: F — End(X[II]), ce qui munit X[II] d’une structure
de .#,-schéma formel en F-modules. De plus X[I1] est localement libre de rang ¢% et donc est
bien fini, plat et de présentation finie. (I

Proposition 8.6. Soit X un Op-module formel spécial sur S. Alors X[II] est un F-schéma de
Raynaud. En particulier X[II] est un F-schéma de Raynaud sur A, .

Démonstration. Comme il suffit de vérifier les conditions d’étre spécial et de Raynaud sur les
points géométriques la proposition découle immédiatement du corollaire O

Soit # l'idéal d’augmentation de X[II], de méme que dans le paragraphe on obtient la
décomposition
I =P 4. (8.3)
x€FY
Pour tout x € FY, %, est un O, .#,,,-module inversible. Rappelons qu’on a une graduation de
I’algébre de Lie de X est donnée par

Lie(X) = € Lie(X)y.
x€Ft
Par définition, I’endomorphisme IT induit un morphisme de degré 1 pour cette décomposition.
Ceci induit une décomposition similaire de Lie(X[II]) de la forme
Lie(X[M]) = €P Lie(X[M]), avec Lie(X[I]), = ker(IL,: Lie(X), — Lie(X)ya). (8.4)
x€Ft

D’autre part le dual de l'algébre de Lie s’identifie & wxmj .z, = S /.72, Celui-ci admet une
décomposition en tant que & 4, -module,

I 5% = @ S, avec S, = {z € /% | Vv € Lie(X[[]),VA € F, x(de(A\)(v)) = x(\)z(v)}.
xEFY
En d’autres termes jx pour x € FV est I'image de .#, par I’application canonique .# — . /.92

En comparant les deux décompositions on en déduit qu’elles sont duales 'une de l'autre. Le
lemme suivant a déja été observé par H-Wang (cf. [Wanl4l Lem.2.3.5]).

Lemme 8.7. On a Lie(X[I))} = .9, pour tout x € F,\ et %, =0 pour tout x € FV\F/.

Ceci résulte de la fonctorialité de toutes les constructions et de la condition "stricte". Voir
aussi le paragraphe Ce lemme nous permet de donner des équations locales a inversibles
prés de X[II].

Proposition 8.8. Soit x1 € FI un caractere fizé, soit A € BTy un simpleze fizé. Par le
théoréme @ on peut considérer la restriction de X[II] a Qa. Alors, pour tout i € [1,d] il existe
une section inversible u; € T'(Qa, O) telle que

X[H]QA’ESpf( Al 2a) )

<Zg - Uz$122>z:1 r

s
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Démonstration. D’aprés la proposition m X[]}g, = X[M]a — Qa est un schéma de Raynaud.
Or QA est affine et comme le morphisme est fini, X[IT]a est affine. Ainsi, d’aprés le corollaire

il existe pour tout ¢ € [1,r], d; € Aa tel que

x[H]AgSpf< YNES )

<Zf - 5izi>i:1,...,r

Alors, W) s /On correspond au Aa-module gradué

@AA/@),

en restreignant la décomposition a Qa. De plus, d’aprés ce qui suit le théoréme pour
tout k € [1,7] endomorphisme ITj,: Lie(X),x — Lie(x)x’f“ est déterminé par z, € Ax. Donc
Lie(X[I])* est isomorphe au Aax-module gradué

d
@AA/(%%

en restreignant la décomposition a Qa. Ainsi, d’aprés le lemme pour tout ¢ € [1,d],
AN/ (0ri) = An/(m;) et 05 pour j € [1,r] est inversible si f ne divise pas j. Soit 7 € [1,d], alors
x; n’est pas un diviseur de 0 € Aax. Donc il existe un inversible u; € Aa tel que §7; = wjx;. En
réduisant les relations obtenues on obtient bien la forme voulue. O

8.2.2. On conserve les notations de la section précédente. On définit maintenant le revétement
modéré de l'espace de Drinfeld .4}, & partir des générateurs . Le schéma formel .Z}  sur
Spf O est défini comme représentant le foncteur

(Nilp/Oj;) — Sets
T — {(X,p,s)| (X, p) € My, (T), }

s € X[II]*(T") une section génératrice

On notera m: 4}, — .#;, le morphisme obtenu en oubliant la section génératrice. Notons que
A3, =2 X[]*, ce qui montre que 7: A3, — My, est fini et plat de degrée ¢ — 1 & partir de
(corollaire a)). D’apreés la proposition on a directement

Proposition 8.9. Soit x1 € F} un caractere fizé, A € BT 4. Alors, pour tout i € [1,d] il existe
une section inversible u; € T'(Qa, O) telle que

QlA:///ﬁr Anlz1y .oy 2]

a, = Spf(AR), on A} =

(2] —wizizi)iz1,.r, (21 2p) T — g o oupm)

On définit habituellement .4}, comme le normalisé de .4, dans sa fibre générique.

Théoréme 8.10.
a) La fibre générique de A3, est X1
b) Le morphisme ™ ® k: Mp, ® k — Mp, ® F est un homéomorphisme universel.

Démonstration. On commence par la fibre générique. On a le diagramme suivant :
X[H]*
j \ (8.5)
X[ —— Ap,.

On restreint ce diagramme & un ouvert affine U = Spf(A) de .#p,,. Comme tous les morphismes
sont finis on obtient un diagramme de schémas affines. Ce dernier nous donne un diagramme



52 ARNAUD VANHAECKE

d’algebres idylliques sur O :

A{ \ (8.6)

A — A,

ot A’ est une A-algébre de Hopf fini et A* est Palgebre des sections non-nulles. On applique le
foncteur -®Ket on obtient un diagramme d’algébres K-affinoides :

B
T \ (8.7)

B’ «+—— B,

ou la fleche du bas est étale d’aprés le lemme Or, former les sections non-nulles est invariant
par changement de base d’aprés (a) de la proposition Ainsi d’apres (f) de la proposition
B’ = B*[[ B. On a montré que

(X)) = (p,)7 [T e8]

Donc (43,)"8 = ©1.

On passe a la fibre spéciale. On sait que 7 est nul sur .}, ® k. On a vu qu'un Op-module
formel spécial sur une base telle que m = 0 posséde un indice critique. Or X[7]* @& = (X[r]®F)*,
Donc d’aprés la proposition [8.8| et b) du lemme X[r]* @ R = Ap, ® R est radiciel. O

Ainsi la fibre générique de .3, est bien la fibre générique du premier revétement de Drinfeld.
On montre maintenant que .#7_ est bien le revétement non-ramifié de 'espace de Drinfeld défini
usuellement par normalisation.

Théoréme 8.11. Le schéma formel 4, est Cohen-Macaulay et normal. En particulier .43,
est la normalisation de My, dans X'

Démonstration. On sait que .4, est régulier. Comme .}, est fini et plat sur .4, il est Cohen-
Macaulay d’aprés [Gro65l 6.3.5]. Localement pour x; € F et A € BT 4 fixé, par la proposition
on voit que (z;);cc, est une suite réguliere d’éléments de A}, qui est de dimension de Krull
Card(Ch).

Soit x € A3, il suffit de montrer que Al = ﬁAﬂéﬂm est normal d’aprés la proposition m
D’aprés le critére de Serre (cf. [Gro65, 5.8.6]), il suffit de montrer que A! est régulier en co-
dimension 1. D’aprés la description des F-schémas de Raynaud libres, pour tout x € F, il existe
Ty €EA= ﬁA/ﬂDrm(x) et u € A inversible tel que :

A[ZX]XE]F+ )
<(Z§ - Ixzxp)xelﬁv (erF+ 2y )P~ — um)

Soit p C A' un idéal premier de hauteur au plus 1. Notons que pour tout x € F;}, Ty n'est pas
diviseur de 0. Ainsi, il existe au plus un x € F tel que z,, € p. Donc d’apreés le lemme

Al >

Aé o~ dAp [Z] ,
-
avec A = uH{ia 1(:EX,J7; )pi. On conclut que (A'), est bien un anneau régulier, ce qui conclut la
preuve. ]

8.2.3. Dans ce paragraphe, on décrit le lieu singulier de . .

Définition 8.12. On définit 7, le lieu pluri-critique, par le sous foncteur fermé de ., des
Op-modules formels spéciaux qui possédent au moins deux indices critiques. On définit de méme
///é;pc, qui est au dessus de 3. Ce sont des schémas usuels.

Dans la preuve du théoréme précédent on a montré le lemme suivant

Lemme 8.13. Le schéma formel My, — M5 est régulier.
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Proposition 8.14. Le schéma formel A3 n’est pas Gorenstein, plus précisément, aucun point
de 5P west régulier.

Démonstration. Soit = € ML et A = é’/ﬂé x- D’aprés [Stal8, 45.21.3], comme ., est

régulier, A = 0 ., x(x) est Gorenstein et il suffit de montrer que I'anneau Al /mﬂ(w)Al, qui est
de dimension 0, n’est pas Gorenstein par [Stal8, 45.21.8]. Soit C' C F;| les indices critiques en
x, alors quitte & changer les indices :

Al/m ( )Al ~ El2y]xec
(T - a b
(X )xee Tee 2 )

ay—1

ay =if{i >0|x" €Cletby=(qg—1) Y q".
k=0

C’est un anneau homogeéne. Les éléments de degré maximal forment le module dualisant. Il est
clair que comme C' a plus de deux éléments, les éléments de degré maximal forment un k-espace
vectoriel de dimension strictement supérieure a 1. En effet le module dualisant est engendré par

la famille libre 1
bx
{; H 20 buec:
H x€eC
Il n’est donc pas Gorenstein, ce qui conclu I’argument. O

Avec le dernier lemme on en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 8.15. Le lieu singulier de M, est ML7°.
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