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COHOMOLOGIE DE SYSTEMES LOCAUX p-ADIQUES SUR LES
REVETEMENTS DU DEMI-PLAN DE DRINFELD

par

Arnaud Vanhaecke

Résumé. — Cette thése est consacrée a la poursuite du programme de géométrisation de la
correspondance de Langlands locale p-adique initié par Colmez, Dospinescu et Niziol dans leur
article de 2020, sur le modele de la correspondance classique. Ils démontrent que les représentations
galoisiennes de dimension 2 qui sont supercuspidales (sous-entendue de de Rham) et & poids de
Hodge-Tate 0 et 1 apparaissent dans la cohomologie étale p-adique de la tour de revétement du demi-
plan de Drinfeld et que leur multiplicité est donnée par la correspondance de Langlands p-adique. Le
résultat principal de cette these est ’analogue de ce résultat en poids quelconque, en considérant la
cohomologie étale p-adique a coefficients dans les puissances symétriques du systeme local universel
sur la tour de Drinfeld. Une différence frappante est que 1’on voit aussi apparaitre les représentations
spéciales dans la cohomologie de la tour a coefficients, avec les multiplicités attendues. Le point
clé est que les systéemes locaux que 1'on considére s’averent étre particulierement simples : ce sont
des opers isotriviaux. Ainsi, la premiere partie de cette these est consacrée a ’étude des systémes
locaux p-adiques isotriviaux et au calcul dans le cas des opers isotriviaux sur les courbes d’un
diagramme reliant la cohomologie proétale du systeme local a la cohomologie de Hyodo-Kato et la
cohomologie de de Rham de la courbe. La seconde partie de cette these est alors ’application de
ces résultats au cas de la tour de Drinfeld qui permettent le calcul des multiplicités évoquées.

Abstract. — This thesis is devoted to further developing the program of geometrization of the
local p-adic Langlands correspondence, which was initiated by Colmez, Dospinescu and Niziol in
their 2020 paper. They have shown that 2-dimensional Galois representations that are super-
cuspidal (implicitly de Rham) and with Hodge-Tate weights 0 and 1, appear in the p-adic étale
cohomology of the coverings of Drinfeld’s half-plane and that their multiplicity is given by the
p-adic Langlands correspondence. The main result of this thesis is the generalization of this result
in arbitrary weights, by considering the p-adic étale cohomology with coefficients in the symmetric
powers of the universal local system on Drinfeld’s tower. A striking novelty is the appearance of
special representations in the cohomology of the tower with coefficients, with expected multiplicity.
The key point is that the local systems which we consider turn out to be particularly simple: they
are isotrivial opers. The first part of this thesis is devoted to the study of local isotrivial p-adic
systems and to the calculation, in the case of isotrivial opers on curves, of a diagram linking the
proetale cohomology of the local system to the Hyodo-Kato cohomology and the de Rham coho-
mology of the curve. The second part of this thesis is the application of these results to the case
of the Drinfeld’s tower, allowing the computation of the mentioned multiplicities.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, soient %, = Gal(Q,/Qp) le groupe de Galois absolu de Q,,
"o, C %, le groupe de Weil, # g, le groupe de Weil-Deligne et G := GL2(Q,). Soit L une
extension finie de @, qui sera notre corps des coefficients ; on parle d'une L-représentation pour
désigner une représentation sur un L-espace vectoriel. La correspondance de Langlands locale
p-adique donne une correspondance entre les L-représentations continues de dimension 2 de
%, et les L-représentations Banachiques de G. Cette these est consacrée a la poursuite du
programme de géométrisation de cette correspondance initié par Colmez, Dospinescu et Niziol
dans [14] sur le modele de la correspondance classique. Plus précisément, on étend les résultats
de [14] aux représentations de de Rham de poids quelconque en utilisant des coefficients non
triviaux.

1.1. Les revétements du demi-plan de Drinfeld et son systéme local

On note C le complété d’une cloture algébrique de Q,, Qp le complété de I'extension maximale
non ramifiée de Q, et Zp = W(Fp) son anneau des entiers. Rappelons que ¢, s’identifie au
groupe des automorphismes continues et Qp-linéaires de C'.

Soit D l’algebre des quaternions sur Qy, i.e. 'unique corps gauche tel que invg,D = % On
note Op C D P'unique ordre maximal de D, wp € Op une uniformisante et G := D* le groupe
des éléments inversibles de D.

Le demi-plan p-adique de Drinfeld est défini comme

Qorg, = P, \ PH(Q)

Cet espace admet naturellement une structure d’espace analytique rigide sur @, et une action
de G par homographie, compatible avec cette structure. Le théoreme de représentabilité de
Drinfeld (cf. [24]) donne une interprétation modulaire de cet espace. Plus précisément, il définit
un espace formel .#p, sur Zp a partir d’un probleme de modules de quasi-isogénies de certains
Op-modules formels, les Op-modules spéciauz. On note l\V/IDLC = MDn@p ®©p C ou I\V/IDr,@p
est la fibre générique de .#p,. D’apres le théoréme de Drinfeld, les composantes connexes de
MDr,C’ s’identifient alors a Qpy ¢ = Qprg, ®g, C; plus précisément, 1\v/IDr,C = QOprc X Z en
décomposant suivant la hauteur de la quasi-isogénie du probleme de modules.

Le probléeme de modules fournit alors un Op-module spécial universel sur .#p, dont le module
de Tate définit un Z,-systeme local de rang 4 sur Mpy .c que I'on note VD Pour n > 1 un entier,

on définit MDr ¢ le n-ieme étage de la tour de Drinfeld qui trivialise le systeme local de torsion
Vih,/@%. Clest un revétement galoisien de MY, o= = Mp, ¢ de groupe de Galois O3 /(1+w},0p)
et donc en particulier c¢’est un C-espace analytique rigide qui est Stein. On note M r.c le systeme
projectif non complété des M%n()' L’espace M%r,C est muni d’'une action de #g, compatible
avec son action sur C'; il est donc muni d’une action de G x G x #q,- De plus, les fleches de
transition M"r o= MD . sont équivariantes sous ’action de ces trois groupes.

On a un morphisme v: G x G X Wy, — Q, donné par det™ ' @ nrd @ rec ou det est le
déterminant de G, nrd est la norme réduite de G' et rec: #g, — Q est le morphisme de
réciprocité donné par le quotient #g, — 7/6: et I'isomorphisme du corps de classe “//(5: = Q)
normalisé de sorte que le Frobenius arithmétique soit envoyé sur p. Rappelons que ’ensemble
prodiscret Wo(l\u/IODOLC) = lim Wo(l\v/[gnc) des composantes connexes de la tour est un espace
homogene principal sous I'action de Q, et que I'action de G x G x #g, sur ces composantes
connexes est donnée par v (cf. [48]).

Pour H® une théorie cohomologique (i.e. contravariante) raisonnable, en particulier celle de
de Rham ou de Hyodo-Kato, on pose alors

H* (MDrC) IEH ( %r,C)'
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En inversant p, on définit un Q,-systéme local par Vp, = V;{r ®z, Qp sur l\u/[Dnc et ses
revétements. Ce systéme local est G x G x #,-équivariant. Le systeme local qui nous intéresse
est la Q,-algebre symétrique associée a ce systeme local, soit

SymVp, = @ Sym@p Vor.
k>0

Notons qu’il admet un réseau SymVJﬁr défini de facon similaire, mais qui n’est pas stable
sous l'action de G et G. On définit finalement Vp , puis sa L-algebre symétrique Sym V., en
appliquant L ®q, - a Vp, puis en tordant par un L-caractere lisse approprié pour rendre les
actions de G et G unitaires. On peut alors définir la cohomologie étale et proétale de Sym Vpy_,
qui est naturellement un L-espace vectoriel muni d’une action de G x G x 0,

1.2. Cohomologie étale du systeme local p-adique et correspondance de Langlands
p-adique

1.2.1. Représentations de de Rham et objets associés. — Rappelons que 'on note L notre
corps des coefficients, qui est une extension finie de QQ,. On suppose que L est assez gros, en
particulier qu’il contient I’extension quadratique non-ramifiée de Q, et on fixe une injection
D — M>(L) donnant G — GLa(L). Si V est une L-représentation de de Rham de %, de
dimension 2, que ’on suppose a poids b > a > 0, on lui associe les objets suivants :

e Un L-(p, N,%p,) module de rang 2 sur L ®q, Qp, défini par

. K%
Dp(V) = lim (V ®g, Bst)
[K:Qp]<oo

e Une L-représentation WD(V) :== WD(Dys(V)[a + b]) de # g, obtenue par la recette de
Fontaine (cf. [28]), ot1 [k] signifie que I'on multiplie 'action du Frobenius ¢ par pF.

e Une L-représentation localement algébrique irréductible LL'8(V) de G définie de la fagon sui-
vante : par la correspondance de Langlands locale, on associe & WD(V') une L-représentation
lisse irréductible (de dimension infinie) de G notée LL°°(V') := LL(WD(V')) puis, & partir des
poids a et b, on pose

a+b—1
Wy = Sym) “ ' ®@pdet” @ |det|, >, LLPE(V) :=LL*(V) ®L W},

ou Symlz est la puissance symétrique k-iéme de la L-représentation réguliere de G, i.e. celle
obtenue en faisant agir naturellement G sur LZ.

e De méme une L-représentation localement algébrique irréductible JL'¥8(V) de G définie de la
fagon suivante : par la correspondance de Jacquet-Langlands locale, on associe a LL*°(V') une
L-représentation lisse irréductible (de dimension finie) de G notée JL™®(V) := JL(LL*(V))
puis, a partir des poids b et a, on pose

. « bea— atb-1 5
W= Symz ! ®r nrd® ®g, |nrd|, * JLlalg(V) = JL>®(V) ®p, Wb

N -k . sy . N , . , N = . cp
ol Sym; est la puissance symétrique k-ieéme de la L-représentation réguliere de G, identifiée
a un sous-groupe de GLa(L).

e Une L-représentation unitaire continue II(V') de G' obtenue par la correspondance de Lan-
glands p-adique dont on note II(V) le dual stéréotypique.

Notons que les représentations LL28 (V) et JL!*8(V) ne dépendent que du L-(¢, N, %o, )-module

Dyt (V) et des poids a et b. Un point fondamental est la relation entre TI(V) et LL3&(V) : les

vecteurs localement algébriques de II(V) sont précisément LL#2(V), i.e.

H(V)lalg — LLlalg(V).
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On continue a supposer que V est a poids > 0, distincts. On dit que :

o V est supercuspidale (ou simplement cuspidale) si WD(V') est irréductible ou, de maniere
équivalente, si LL*°(V') est supercuspidale en tant que L-représentation lisse. Dans ce cas,
N =0 sur Dy (V), ce qui signifie que V' est potentiellement cristalline,

o V est spéciale si N # 0 (ce qui signifie que N est d’ordre maximal puisque Dpg (V) est
de rang 2) ou, de maniere équivalente, si LL°°(V') est le tordue par un caractere lisse de la
L-représentation de Steinberg lisse de G. Dans ce cas, V est semi-stable & torsion pres, non
cristalline et JL*°(V') est un caractere lisse : ces dernieres propriétés impliquent elles aussi
que V est spéciale.

Notons que si V' est supercuspidale ou spéciale, alors V' est absolument irréductible sauf si V'
est spéciale et b =a + 1.

1.2.2. Résultat principal. — On peut maintenant énoncer le résultat principal de cette these :
Théoréme 1.1. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de %g, de dimen-
sion = 2.

1. SiV est de dimension 2 et spéciale ou cuspidale alors, en tant que L-représentation de G x G,
on a

Homy, (V, Hy(M, o ; Sym Vp, (1)) = TI(V) @, JL8(V).
2. Dans tous les autres cas

HOIHWQP(V, Hc}t(M%or,C; SymyDr(l))) = 0.

Remarque 1.2. — o Pour Sym°Vp,(1) = Qu(1) (i.e pour les coefficients constants) ce
résultat a été démontré dans [14]. Ce théoreme répond a la question posée dans [14]
Remarque 0.3(ii)]; une différence importante est ce qui se passe en niveau 0 ou on voit
apparaitre des représentations spéciales irréductibles au lieu de caracteres. Le traitement de
ce cas utilise des techniques dérivées comme on l'explique au paragraphe [1.2.3]

e On retrouve le fait frappant de [14] Remarque 0.3(i)] que la cohomologie étale du systeme
local Helt(l\v/IODor’C; SymVp,(1)) est de Hodge-Tate avec les poids attendus, comme si l\v/IODOLC
était une courbe algébrique.

e On se restreint ici aux poids positifs mais en tordant le systéme local par une puissance
négative du caractere cyclotomique ou en considérant les puissances symétriques du dual de
Vpr on pourrait supprimer cette hypothese.

e En suivant [16], il est probablement possible de déterminer la structure complete du G x
G x #%g,-module HL(MS, - ; Sym Vp,,(1)) sous la forme d'une décomposition factorisée a
la Emerton (cf. [26]). Nous espérons y revenir dans un travail ultérieur.

La structure de la preuve est similaire a celle de [14] sauf dans le cas spécial (cf. la sec-
tion ; une différence essentielle est que 'on doit remplacer les théoremes de comparaison
pour les coefficients triviaux par des théorémes de comparaison pour les systemes locaux (nos
systemes locaux sont trés particuliers, ce qui nous permet de nous rattacher au cas des coeffi-
cients triviaux plutét que de prouver un théoreme de comparaison a partir de zéro). Les étapes
sont les suivantes :

e La fleche naturelle H}( Y Dr.C Sym Vp, (1)) < Hll)ét(l\v/IODiC; Sym Vp, (1)) identifie la coho-
mologie étale au sous-espace des vecteurs G-bornés; en particulier, cette fleche est injective.
Symboliquement, on écrira

(1.1) HL(MS, o5 Sym Vi, (1)) & HL (M3, ¢ 5 Sym Vi, (1)) ™.

L’argument est tres similaire a celui pour les coefficients triviaux (cf. [14, Proposition 2.12]),
sur lequel il repose, mais une petite différence est que Hét(MOD‘;’C ; Sym Y$r(1)) contient de la
torsion.
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e On a une décomposition du L-systeme local

(1.2) SymVp. = @ V[a ! ®L%b7
b>a>0

obtenue a partir de la combinatoire des foncteurs de Schur. Dans cette décomposition, les
y][‘;;b] sont des L-systeémes locaux G-équivariants sur lesquels G opére trivialement. On obtient
donc une décomposition similaire de la cohomologie proétale.

b

e Les L-systemes locaux y][;; sont des opers p-adiques isotriviauzr, ce qui permet de décrire
leur cohomologie proétale en termes de formes différentielles et de la relier aux cohomologies
de de Rham et de Hyodo-Kato de I'espace. Ce dz’agmmme fondamental reliant les différentes
cohomologies sera décrit plus en détail dans la section [1.4.1] de I'introduction.

Le premier point nous ramene a calculer Homy, (V H%)et( Dr,c 3 Sym Vp,(1 ))) dont on
considere ensuite les vecteurs G-bornés pour obtenir le premier pomt du théoréme 1.1} Le calcul
de cette multiplicité dans la cohomologie proétale est extrémement différent dans le cas spécial
et cuspidal. Pour le second point du théoreme on suit argument de [16, Théoréme 5.10]
qui est un peu moins technique que la preuve de [14, Théoreme 2.15]. Cet argument repose
sur une variante du théoréme ol on calcule une multiplicité G-équivariante plutot que
galoisienne (théoréme ci-dessous). De plus, ce théoreme est une étape essentielle dans le
calcul de la multiplicité d’une représentation spéciale dans la cohomologie proétale. Si Il est une
L-représentation unitaire de Banach de G' de longueur finie, on note V(II) la représentation de
%, qui lui est associée par le foncteur V de Colmez (cf. [10]). Supposons que II est telle que
ses vecteurs localement algébriques s’écrivent

male >~ 1 @ I,

ou W est une L-représentation algébrique de G et II°° une L-représentation lisse de (G, alors on
dit que
e II est supercuspidale (ou cuspidale) si II°® n’est pas nul et cuspidale ; ceci est équivalent & ce

que V(II) soit supercuspidale,
o II est spéciale si II*® est une représentation de Steinberg.
En particulier, si IT est spéciale ou cuspidale, alors IT'!8 £ 0 et donc V(II) est de Rham & poids
de Hodge-Tate distincts.
Théoréme 1.3. — Soit Il une L-représentation de Banach wunitaire de G absolument
wrréductible.

1. Si Il est spéciale ou cuspidale,
Homg(IU', Hi(M3, o ; Sym V(1)) = V(II) @, JL™E(V(IT)).
2. Dans tous les autres cas,

Homg(IT', Hi(MF, ¢ ; Sym Vi, (1)) = 0.

Le calcul dans le cas cuspidal est a peu de choses pres le méme que celui de [14]. Premiérement,
la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour est décrite dans [14]. A partir de [23], on utilise un
argument de changement de poids expliqué dans [12] pour obtenir la conjecture de Breuil-

Strauch en poids supérieurs, ce qui permet de décrire le complexe de de Rham associé a V[ b]
en tant que représentation de G x G. Le calcul se fait ensuite & partir du diagramme fondamental.

1.2.3. Le cas spécial. — Le calcul dans le cas spécial est tres différent.

Tout d’abord, on utilise le résultat de la these de Schraen (cf. [46]) pour obtenir la multiplicité
dérivée du dual des vecteurs localement analytiques d’une représentation de la forme II(V),
pour V une représentation spéciale, dans le complexe de de Rham. Définissons cette catégorie
dérivée. On note Z(G, L) 'anneau des distributions localement analytiques sur G a coefficients
dans L et on considere la catégorie dérivée des Z(G, L)-modules a caractere central fixé; on
note alors Hom les homorphismes dans cette catégorie dérivée.



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 13

Pour IT une L-représentation de G on note IT" la sous-représentation des vecteurs localement
analytiques et (IT'*")’ son dual stéréotypique, qui est un Z(G, L)-module. On note (IT'#")'[—1]
lobjet de cette catégorie dérivée concentré en degrée 1 et on note RFdR(l\v/[%or’C ; Sym VDr(l)) le
complexe de de Rham de la tour de Drinfeld associé au systeme local ; ce complexe définit un
élément de la catégorie dérivée en question. La version du résultat de Schraen que 'on démontre
est la suivante.

Proposition 1.4. — Soit V' une L-représentation spéciale de 9g,. Alors, on a un isomor-
phisme de (o, N)-modules filtrés munis d’une action de G

Hom ((ITI(V)"**)/[~1], RTyr(ME, ¢ ; Sym V(1)) =2 Dpg(V) @1, JLHB(V).

Remarque 1.5. — e La structure de (¢, IV)-module filtré sur I'entrelacement dérivé provient
du complexe de de Rham. L’isomorphisme de Hyodo-Kato munit le complexe de de Rham
d’une structure de (p, N)-module filtré (dérivé) et la filtration est la filtration de de Rham.

e On sait, entre autres, que le sous-espace II(V)#" C II(V) n’est pas nul, et méme dense,
d’apres les travaux de Schneider-Teitelbaum (cf. [43]).

e L’action de G apparait ici naturellement contrairement & [46]. Par ailleurs, la partie algébrique
provient du systeme local, et considérer la tour M%’r’c plutot que le demi-plan permet d’ob-

tenir les torsions par les caracteres lisses de G.

e En réalité, ce ne sont pas vraiment les vecteurs localement analytiques de II(V) qui ap-
paraissent dans les calculs de Schraen mais une représentation plus petite. Lorsque V est
spéciale, TI(V)1" a 4 composantes de Jordan-Holder. Schraen considere une L-représentation
de G faisant intervenir 3 de ces 4 composantes et on montre que la derniére composante (une
série principale analytique) n’intervient pas dans la cohomologie, ce qui permet d’adapter le
résultat comme déja annoncé dans [46, Remarque 5.5].

On utilise le théoréeme de comparaison proétale-syntomique pour les coeflicients isotriviaux
pour se ramener & un calcul syntomique (le complexe syntomique est construit & partir du
complexe de Hyodo-Kato et du complexe de de Rham par une version dérivée de la recette de
Fontaine (cf. [18]) pour construire une représentation galoisienne a partir d'un (¢, N)-module
filtré). On déduit de la proposition le résultat suivant :

Théoréme 1.6. — Soit V une L-représentation spéciale de %y, ,

Hom ((II(V)"*")'[~1], RIpee( M 5 Sym V(1)) =2 V @, JLE(V).

Enfin, en considérant les vecteurs G-bornés et en invoquant (|1.1)), on obtient le théoréme sui-
vant, ot Hom est cette fois considéré dans la catégorie dérivée des L|G]|-modules topologiques
a caracteére central fixé :

Théoréme 1.7. — Soit V une L-représentation spéciale de 9y,

Hom (IL(V)'[-1], RIx(Mf,. o5 Sym V(1)) 2V @ JLPE(V).

Remarque 1.8. — e Sib>a+2on a
0 (v b
Hps (M35, ¢ Vi (1) =0,
et dans ce cas le premier point du théoreme [L.3|est équivalent au théoreme

e Sib=a+1,ce qui correspond au cas des coefficients triviaux (& torsion pres par un caractere),
le théoreme|1.7]est un analogue d’un résultat de Dat (cf. [20]) selon lequel les représentations
réductibles sont encodées dans le complexe et pas dans les différents groupes de cohomolo-
gie. On obtient donc un renforcement de [14] puisque les méthodes dérivées font sortir des
représentations réductibles de la bonne dimension au lieu des caracteres.



14 ARNAUD VANHAECKE

1.3. Systémes locaux isotriviaux et opers p-adiques sur les courbes Stein

Discutons maintenant de la premiere partie de cette these, qui concerne les systemes locaux
sur les espaces rigides. La cohomologie des systemes locaux sur les espaces rigides a réputation
d’étre particulierement pathologique. L’un des problemes que ’on rencontre est 1’absence d’une
cohomologie syntomique a coefficients. Pour y remédier, on introduit la notion de systéeme local
isotrivial que l'on va détailler dans un instant. On expliquera ensuite comment définir une
cohomologie syntomique pour ces systemes locaux que ’on compare a la cohomologie proétale
pour les espaces Stein. Finalement, on contourne les difficultés posées par la filtration en utilisant
la notion d’oper sur les courbes et c’est dans ce contexte que I'on généralise [15].

On note B:{R I’anneau des périodes de de Rham et Bggr = Frac(Bj‘R) son corps des fractions.
C’est un anneau filtré muni d’une action de %, . La filtration est donnée par une uniformisante
t e FillBji'R qui est définie & partir de € = (1,(p, (2, ... ), une suite compatible de racines p"-
iemes de l'unité, par ¢ = log([¢]). De méme, B, désigne 'anneau des périodes cristallines : il est
muni d’un Frobenius ¢ et d'une action de 4p,. On a B, = B{[u] et on étend le Frobenius par
¢(u) = pu et on définit la monodromie par N(u) = —1. On définit le morphisme ¢: B — Bl
par u — u, = log([p°]/p) et ce plongement munit B} d’une action de “q,- Pour simplifier les
notations, pour tout entier k£ > 0, on note simplement B, := BIR/tk. Ces anneaux admettent
des versions faisceautiques pour la topologie proétale qui sont définies dans [44] et que 'on
utilisera librement dans ce texte.

1.3.1. Systemes locaux isotriviaur. — Soit Og un anneau a valuation discrete complet de
caractéristique mixte. On note

e K son corps des fractions,

e k= Ok /mg son corps résiduel que 'on suppose parfait,

e K C K la sous-extension maximale non-ramifiée.

Soit X un schéma faiblement formel semi-stable sur O, on note Xg l’espace surconvergent
associé que 'on suppose lisse et X, la fibre spéciale de X. Soit V un Q,-systeme local proétale
sur Xx que l'on suppose de Rham. D’apres Scholze et Brinon (cf. [44] et [8]), on associe a V
un fibré plat filtré (€, V,Fil*) ou

e & est un fibré vectoriel sur Xg,

e V est une connexion plate,

e Fil® est une filtration décroissante, finie, séparée et exhaustive, satisfaisant a la transversalité
de Griffiths pour V.

On note B, := Be; x, le faisceau proétale des périodes cristallines sur Xx. On dit alors que V
est isotrivial cristallin s’il existe un p-module D sur Ky et un isomorphisme ¢-équivariant de
faisceaux proétales sur X,

\% ®Qp Bcr =D ®K0 Bcr-

Dans ce cas, £ = D ®k, Ox, et donc les seules données qui varient sont la filtration et la
connexion sur £. Sous l'isomorphisme & = D ®, Ox,, si la connexion prend la forme V =
id ® d, on dit que le systeme local est fortement isotrivial. L’intérét est que les systemes locaux
universels sur les espaces de Rapoport-Zink sont fortement isotriviaux : ¢’est une réinterprétation
d’un théoreme de Rapoport et Zink (cf. [41l Proposition 5.15]). En particulier, ce sont ces
exemples qui ont motivé notre définition d’isotrivial. On démontre que les systemes locaux
isotriviaux forment une catégorie Tannakienne pour le foncteur fibre V ~» D, ce qui permet de
considérer des produits tensoriels et des foncteurs de Schur de systemes locaux isotriviaux.

Pour associer une suite exacte fondamentale & V, on définit le faisceau proétale

Xer(D) i= (D @y Ber)*

que l'on peut voir comme un espace de Banach-Colmez relatif. Pour la partie de Rham, on
a le faisceau des périodes Byr et on a déja mentionné la construction de Scholze et Brinon
V ~~ (€, V,Fil®). A partir de la, on peut définir le faisceau proétale

XdR(gv Vv, Fﬂ.) =D R K, Bar,
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qui est muni d’une filtration introduite par celle de £ et que l'on peut définir a partir de OBgyg,
le gros faisceau des périodes. On insiste que cette filtration n’est pas induite par la filtration
triviale sur D. On a une inclusion X, (D) — X4r(€, V, Fil®).

Proposition 1.9. — Soit V un systéeme local étale p-adique fortement isotrivial sur Xg. Soit
D le p-module sur Ky associé a V et (€,V,Fil®) le fibré plat filtré associé a V. Alors, on a une
suite exacte de faisceaux proétales sur X

0—V = Xo(D) = Xqr(€, V,Fil*) /Fil° — 0.

On a une réciproque a ce théoreme, qui permet de construire des systemes locaux isotriviaux
de la méme maniere que ’on peut construire des représentations galoisiennes en suivant Colmez-
Fontaine (cf. [18]). Dans le cas des représentations galoisiennes, on rappelle que la filtration
doit étre faiblement admissible pour produire un espace de dimension finie, donc il est naturel
d’imposer cette condition en chaque point géométrique pour les systemes locaux.

Proposition 1.10. — Soit D un p-module sur Ky de dimension finie et soit (€,V,Fil®) un
fibré vectoriel sur Xg tel que € = D R, Ox, et tel que V =id ® d. Supposons de plus qu’en
tout point géométrique T : Spa(C,CT) — X, la filtration induite par Fil* sur £(Z) = D @, C
est faiblement admissible. Alors,

V = Ker [Xer(D) = Xqr (€, V, Fil*) /Fil’]

est un systéme local proétale isotrivial de w-module associé D et de fibré plat filtré associé

(€,V,Fil*).

Si on interprete un Qp-systeme local comme une variation de représentations galoisiennes
p-adiques on peut résumer les deux théoremes en disant qu’une variation de représentations
galoisiennes p-adiques d’isocristal constant est équivalente a une variation de filtration, ce qui
fournit un analogue p-adique des variations de structures de Hodge.

1.3.2. Cohomologie syntomique géométrique. — On garde les notations précédentes et on
considere V un systeme local proétale fortement isotrivial sur Xx a poids de Hodge-Tate
positif de p-module associé D et de fibré plat filtré (€, V, Fil®). Dans tous les cas on peut
définir un complexe de de Rham RFdR(X K 5) qui est naturellement filtré, puis 'isotrivialité
forte donne un isomorphisme

RFdR(XK; S) = RFdR(XK) ®K0 D.

Prenons garde que cet isomorphisme n’est pas filtré. Le complexe RI'yk (X%) est muni d’un Fro-
benius et d'un opérateur de monodromie. On peut définir le complexe de Hyodo-Kato isotrivial

RIuk(Xy; D) = Rluk(Xi) @k, D,

muni du Frobenius produit et de l'opérateur de monodromie provenant de RIyk(X). On
récupere gratuitement un isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial a partir de l'isomorphisme
de Hyodo-Kato usuel, i.e.

RIuk(Xy; D) @k, K = RIur(Xk ; £).

A partir de 14, on est en mesure de définir un complexe syntomique en suivant [15] comme la
fibre

R o~ 1N=0p=
REgyn(Xo5 V) = HRFHK(Xk; D) ®§0Bjt] N (

~R .
RIur(Xr ; £)@xBig)/Fil°| .
Cette cohomologie s’inscrit donc naturellement dans un diagramme que l'on décrira au para-
graphe suivant, en particulier elle est calculable : on peut la comparer a la cohomologie proétale
du systeme local, ce qui donne une méthode pour la calculer. Le théoreme de comparaison que
I’on obtient est le suivant :

M Ceci signifie que les sauts de la filtration sont en degrés négatifs.
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Théoréme 1.11. — Supposons que Xy soit propre, quasi-compact ou Stein. Soit ¢ > 0 un
entier. Il existe, dan ' 2(Cq,) un morphisme

oy () : Rgm(Xe; V(i) = RIpe( Xe s V(i),
qui est un quasi-isomorphisme strict apres troncation par 7<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques
Hgyn(XC y V( )) Hf)et(XC; V(Z)))
pour tout entier j tel que 0 < j < 4.
Dans le cas propre, on déduit ce théoreme des théoremes de comparaison de Scholze (cf. [44])

et dans les autres cas des théoremes de Bosco (cf. [4] et [5]). On pourrait cependant suivre la
trame de [3] et [9] (ou encore [1]) en commengant par des calculs locaux avant de recoller.

1.3.3. Le diagramme fondamental. — On suppose maintenant que X est une courbe affine
ou Stein géométriquement connexe. On rappelle et on introduit quelques notations :

e pour H un p-module et k € Z, on note H[k| le p-module obtenu a partir de H en multipliant
I’endomorphisme de Frobenius par p”,

e pour H un (¢, N)-module sur Ky et k € Z un entier on note

.k _
XE(H) = (H ok, BL) 7P,

e on note
Dk =D ®k, K, Qé ::8®OXK le By = BdR/tk7 k> 0.

Commencgons par énoncer la forme générale du diagramme, dont 1’aspect peu ragoutant motivera
I'introduction d’hypotheses supplémentaires.

Proposition 1.12. — Soit V un Q,-systeme local fortement isotrivial d’isocristal associé D et
de fibré associé £ = (€, V,Fil®). Supposons que les poids de Hodge-Tate de V sont tous positifs
et notons a le plus petit poids de Hodge-Tate. On a une application naturelle entre suites exactes
strictes :

X4(D) —— HDR(Xx, &) — HYy(Xo; V(1)) — X4 (Hi(Xs: D))’ — 0

| | i

~ V®id ~ ~
Dk ®k Bay1 — E(Xg)®xBas1 5 QL (Xk)®xBas1 — Hip(Xk; €)®KkBag1 — 0

Dans ce diagramme, on a noté

H'DR(X &) = Ker <5 (X) @k By | Q(Xk) ©x B;R)

Filt Fil®

=p,N=

X2 (Hi( X5 D)) = (Hig(Xn; D)@xoB%) PN nFil® (Hip(X e ; €)@k Bar).-

Le probléme majeur dans ce diagramme est le terme H'DR(Xg,&) qui est difficile a
expliciter sans hypotheses supplémentaires ; il fait intervenir les connexions induites sur les

gradués. Notons E 4 e fibré plat filtré associé au systeme local V[ bl apparaissant dans la
décomposition l . Schneider-Stuhler (cf. [42], 5]) calculent les connexions induites sur les

gradués de 5 [ et montrent que ce sont des isomorphismes sur les gradués intermédiaires.
Cette condltlon apparait dans la littérature sous le nom d’oper, formalisée par Beilinson-
Drinfeld (cf. [2]), fondamentale dans la correspondance de Langlands géométrique : les opers
permettent par exemple de décrire le centre de l'algebre enveloppante universelle d’une algebre
de Kac-Moody.

(2)On note Ck la catégorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes sur K et & (Ck) la oco-catégorie
associée.
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D’apres Beilinson-Drinfeld, si (£, V, Fil*) est un oper de poids (a, b) (ces entiers correspondent
aux sauts extrémaux de la filtration) on lui associe un couple de fibrés en droites, muni d’un
opérateur différentiel d’ordre b — a + 1 soi(GrbS , GroQ¢, Ly) ; alors, si on définit

Rlop( Xk ; €) = (Gro€ % Gr,Qs),

muni de la filtration induite, on a un quasi-isomorphisme filtré RFop(X K 5) = RFdR(X Kx; & )
b]

Pour dg; ce complexe est introduit dans [42] 5] sous le nom de compleze de de Rham réduit
et Schneider-Stuhler montrent le quasi-isomorphisme filtré dans ce cas.

Si (€,V,Fil®*), associé a un systeme local V, est un oper on dit simplement que V est un
Qp-oper. Dans cette situation, on peut expliciter le terme HDR(X, &) et le diagramme fon-
damental prend alors la forme suivante :

Proposition 1.13. — Soit V un Qp-oper de poids (a,b) fortement isotrivial d’isocristal as-
socié D et de fibré associé € = (€, V,Fil*). Supposons que a > 0. Avec les mémes notations que
précédemment, on a une application naturelle entre suites exactes strictes :

t* X (Dla]) — Gr€(Xk)®xt"Bop1 — Hin(Xe; V(1)) —— t* X (Hi(Xx 5 D)[a]) — 0

! H ! |

Dk QK taBb+1 — GrbS(XK)®Kt“Bb+1 Lv> Gran(XK)®Kt”Bb+1 — HéR(XK; 5)®KtaBb+1 — 0

Remarque 1.14. — e Sous cette forme, le diagramme est plus proche de celui pour les coef-
ficients triviaux démontré dans [15].

e Il n’est pas tout a fait clair comment obtenir un diagramme similaire pour les espaces Stein de
dimension supérieure par la méme méthode. En particulier, il n’y a pas de notion canonique
d’oper au dela des courbes, méme si on trouve des propositions dans la littérature.

e Une différence avec le cas des coefficients triviaux est que les images de t*X}.(D[—a]) et
Dg QK t*Byy1 par les fleches horizontales de gauche ne sont pas forcément les mémes. C’est
cette différence qui explique la différence du traitement du cas spécial.

1.4. La cohomologie proétale de I’espace de Drinfeld. — Pour finir cette introduction
on va présenter ce que donnent les calculs de la section précédente dans le cas de I'espace de
Drinfeld avant de discuter comment l'invariant £, qui encode la filtration, apparait dans ce
diagramme. Pour le diagramme, on commence par considérer PMp Dr,g, Un modele sur Q, du

quotient M" Q / p”; on note MDr c = PMp, 0, ®Qp C. On se restreint au systeme local V[a bl

sur PM{, Dr,Q, ou on a fixé a,b € N tels que 0 < a < b. Comme évoqué plus haut, c’est un L-oper

] [a,]

isotrivial de poids (a,b — 1). On rappelle que 'on note & ][Dr le fibré plat filtré associé a V5™,

Q][(Dl;b] = é][g;rb] ®o QpMn Beoy et de plus

winla,b] = Gro Q5 (M o ), Ol b] = Gry_1 5 (M ).

Ces notations sont motivées par I'idée que O, [a, b] et wiy,[a, b] sont respectivement les fonctions
et les formes différentielles rigides analytiques sur la tour mais ou ’action de G est tordue par
un facteur d’automorphie. Dans le cas spécial, a torsion par un caractere lisse pres, seule la
restriction de ces faisceaux a (p; g, intervient. On note simplement

wila, b == Gra 29 (Qp, o)), O%la,b] = Gr, 127 (O, g,)-

De plus, Iisomorphisme de Morita s’écrit w) [a,b] = (Stlan)/ ou Stlab est une Steinberg lo-

calement analytique. On considere les vecteurs localement algébriques Stag — Stlan dont la

surjection duale correspond alors a la surjection sur la cohomologie de de Rham de E%rb}, ie.

(Stlan) (&ﬁg) ) HdR(QDr,Qp ; §1[:0)L§b])'

®)Gr; désigne ici le (—i)-ieme gradué. On a préféré cette convention pour éviter d’alourdir tous les indices avec
un signe — redondant.
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Le soulignement désigne simplement que ’on a tordu ces L-représentations par une puissance
de la norme adaptée, de sorte a les rendre unitaires.

1.4.1. Le diagramme fondamental pour l’espace de Drinfeld. — On fixe M un L-(¢, N,%, )-
module de rang 2 qui est spécial ou cuspidal. Au début de la sous-section [1.2] on a défini
LLlalg(V) pour V' une représentation de ¢y, mais cette construction ne dépend que des poids et
du L-(p, N, %y, )-module Dy (V) ; ainsi on définit la L-représentation localement algébrique de
LLE\Cﬁ[’b] de G par la méme recette. De méme, on a JL(M), la L-représentation lisse de G obtenue
par la correspondance de Jacquet-Langlands; on ne considere pas la représentation localement
algébrique puisque on a déja traité la partie algébrique a l’aide de . On définit un foncteur

sur les L[G]-modules
X — X[M] = Hom 5 (JL(M), X),

que l’on va appliquer au diagramme pour traiter la partie G-équivariante. De plus, on note
- < %
M = M @qu Qp, Mag = (M R C) 7.

Alors Mggr est un L-module libre de rang 2. Pour alléger le diagramme dans le cas spécial on
note pour k € N 'espace de Banach-Colmez

2 k
— ©?=p
Urz = (BS)" 7,
qui est naturellement un Ugg = Q2-espace vectoriel oit Q2 est 'extension quadratique non
ramifiée de Q.

Théoréme 1.15. — Soient a,b € N des entiers tels que 0 < a < b et soit M un L-(¢, N, %, )-
module de rang 2 qui est spécial ou cuspidal.

e Si M est cuspidal on a un diagramme commutatif a lignes exactes d’espaces de Fréchet
W, < G-equivariants

~ o VRPN /
0 — t*ByBq, Offa, b][M] — HL, (M, o ; VIS [M] —— to x5 (M@, LU —— 0

+ T [

~ ~ ,\ /
0 — t*By&g, O [a, b][M] — t°ByBq,wis[a, b][M] — (t*By, ®g, Mar)®,LLAY — 0

e Si M est spécial, alors H%)ét( V Pr.c y%;b])[M] = H}ljét(QDr,@p ; y%;b]) ® XM, ou Xn, est le

caractére de G X W, défini par M et on a

t*Uspat1 ©g,, W, — t*Be®q, Obyla, 8] — Hps(Qor,c; A NN taUQ,MH@QPQ (%) — 0

I | I I

0 — "By ®g, W, , — t"By®q, Op,[a,b] — t*By&q, (Sti*h) ——— t*By@q, (Sti) — 0

De plus, dans les deux diagrammes, les fleches verticales sont d’images fermées.

Remarque 1.16. — Dans cette these on a fait le choix de se restreindre a Q,, plutét qu'une ex-
tension finie F'//Q,. Dans [14], le diagramme fondamental ci-dessus pour les coefficients triviaux
est établi pour une extension finie F'//Q,,.

1.4.2. L’invariant L. — A partir du L-(p, N, %, )-module M et d’une filtration sur Mgr on
peut reconstruire la représentation V par la recette de Fontaine. Comme on est en rang 2,
cette filtration est caractérisée par deux poids et une droite dans Myr que 'on appelle l’inva-
riant L galoisien. Coté automorphe, cet invariant n’apparait pas directement dans IT(V) mais
dans TI(V)!a" : cette représentation localement analytique est réductible et les extensions entre
les constituants de Jordan-Holder sont caractérisées par un parametre que ’on appelle l’inva-
riant £ automorphe. On peut retrouver TI(V) & partir de TI(V)*" en prenant son complété
unitaire universel.

Dans le cas cuspidal, IT(V)!#" a deux constituants de Jordan-Holder : le socle est constitué des

]

vecteurs localement algébriques, i.e. LLE\CﬁI’b et le cosocle est le dual de O3 [a, b][M]. L’extension
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entre ces deux composantes est paramétrée par I'invariant £ automorphe. Dans la ligne du bas
du premier diagramme du théoreme [1.15| on voit apparaitre le dual de ’extension universelle et
il s’agit de montrer que lorsqu’on fixe une droite £ C Myg, 'extension obtenue est exactement
celle de parametre £ (cf. Proposition [11.11)).

Dans le cas spécial, l'I(V)lan a quatre constituants de Jordan-Holder dont une série principale
qui ne joue aucun role. La représentation TI(V)!2" est complétement déterminée par son invariant
L automorphe i.e. une droite de ’espace Ext};(iz;b, Sillag) qui est de dimension 2. Dans le
second diagramme du théoreme le dual de I'extension universelle apparait dans la fleche
horizontale du milieu i.e. deux copies du dual de Ez’b apparaissent dans le noyau de ’application

7b o /
Hia(rc: Vi) = °Bya, (Sti})"
Dans cette extension fournie par la cohomologie, il s’agit d’identifier 'invariant £ automorphe
a l'invariant £ galoisien (cf. théoréme [12.17)).

1.5. Plan de la these

Cette these est constituée de deux parties faisant appel a des techniques indépendantes : la
premiere traite des systémes locaux isotriviaux sur les espaces rigides et leur cohomologie; la
seconde concerne le calcul de la cohomologie étale et proétale de la tour de Drinfeld a coefficients
dans le systeme local universel.

La premiere partie est constituée de cinq sections :

e la section 2. est consacrée a des rappels sur les systemes locaux étales p-adiques sur les espaces
rigides,

dans la section 3. on définit les systeémes locaux (fortement) isotriviaux et on montre les
propositions [I.9] et puis on décrit ’exemple des groupes p-divisibles sur les espaces de
Rapoport-Zink,

la section 4. est consacrée aux cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato isotriviales,

dans la section 5. on définit la cohomologie syntomique et on démontre les diagrammes fon-
damentaux des propositions et pour la cohomologie syntomique,

dans la section 6. on démontre le théoreme de comparaison [L.11]et on calcule la cohomologie
proétale d’'un oper sur la droite affine et sur le groupe multiplicatif en guise d’exemples
d’applications.

La seconde partie est constituée de sept sections :
e dans la section 7. on fait quelques rappels sur la tour de Drinfeld et le systeme local universel,

e la section 8. est consacrée a des rappels sur les représentations de G et G : les représentations
algébriques, les représentations de Steinberg et la série spéciale localement analytique; on
démontre aussi la décomposition ,

e dans la section 9. on réinterprete les calculs de Schneider-Stuhler et on établit en partie le
théoreme [1.15

e on démontre I'isomorphisme (|1.1)) dans la section 10.,

e dans la section 11., on démontre le cas cuspidal du théoreme |[1.15| avant de calculer la mul-
tiplicité des représentations supercuspidales dans la cohomologie proétale du systeme local ;
on en déduit le cas cuspidal des théorémes et

e dans la section 12., on démontre le cas spécial des théorémes[1.1] et [[.3] en suivant ce qu’on a
expliqué dans le paragraphe

la section 13. est consacrée a la preuve du second point du théoreme [1.1] ce qui complete sa
démonstration.
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PARTIE I. COHOMOLOGIE P-ADIQUE A COEFFICIENTS ISOTRIVIAUX

Soit O un anneau a valuation discréte complet de caractéristique mixte. On note mg C Og
son idéal maximal, k := O /mg son corps résiduel que l’on suppose parfait, K son corps des
fractions et m € mg une uniformisante de K. On note de plus Og, := W(k) o W est le schéma
en anneaux sur Z des vecteurs de Witt. Son idéal maximal est engendré par p € Og, et son
corps résiduel est k. On note Ky son corps des fractions. On suppose que la valuation sur K

est la valuation p-adique v,: K* — Q, normalisée par v,(p) = 1. On note C' = K le complété
d’une cloture algébrique de K. L’anneau des entiers de C' est O¢ et I'idéal maximal m¢o. Le
corps résiduel ko = O¢/me est algébriquement clos.

On renvoit a [15] 3.1.1] pour des rappels et des références concernant la géométrie surconver-
gente. Soit X un schéma faiblement formel sur Og, on note X ’espace surconvergent associé
et X¢ = X ®x C son extension des scalaires a C'. On supposera toujours que X est lisse sur
K. On note X son complété p—adlque qui est un schéma formel sur Og et X i lespace rigide
associé sur K. De méme, on note XC = X k ®k C lextension des scalaires. Finalement, on
notera X = X ®q, k la fibre spécial de X, qui est un schéma sur &.

On note Cg la catégorie des K-espaces vectoriels localement convexes, dont on rappelle que
c¢’est une catégorie semi-abélienne. Rappelons qu’un morphisme est dit strict s’il est relativement
ouvert. On note Z(Cg) la co-catégorie dérivée bornée a gauche associée, construite & partir de
la catégorie des complexes € (Cg), et on note D(Cg) la catégorie homotopique de Z(Ck).
On renvoit a [I5] 2.1] pour plus de détails sur ces objets que 'on utilisera librement, faisons

néanmoins quelques rappels. Pour E® = (--- — E"1 g g -+-) € €(Ck), on définit les
foncteurs de troncations usuelles et bétes sur € (Ck) par

TenB® = 5 B2 5 B! S ker(d,) =0 — -
TonBE® = --- =0 — coim(d,_1) = E" — E""! — ...
ocpB* = 5 E"2 5 E" 5050 -
osnE® = =020 FE"— E" — ...

On dit que E*® est strict si ses différentiels, les d,,, sont strictes et on dit qu’un morphisme de
2(Ck) est un quasi-isomorphisme strict si son cone est strict et exacte. On définit la cohomo-
logie algébrique de E® comme la cohomologie usuelle H(E®) dans la catégorie des K-espaces
vectoriels; elle sera munie de la topologie sous-quotient si nécessaire. On définit le complexe
HY(E®) == 7<;7>i(E®*) = (coim(d,_1) — ker(d,)). Précisons la catégorie d’arrivé de ce fonc-
teur (cf. [I5 2.1.1]). Les foncteurs de troncations (7<yn,Tsp) définissent une ¢-structure sur
D(Ck). Le coeur a gauche de cette t-structure sera noté LH(Cg) : tout objet de LH(Ck)
est représenté, a équivalence pres, par un monomorphisme f: E — F ou F est en degré 0.
On a un plongement naturel I: Cx — LH(Cg) donné par £ — (0 — E) et qui induit une
équivalence D(Ck) — D(LH(Ck)) compatible & la t-structure. Ces t-structures se relevent au
niveau des dg catégorie dérivée ce qui promeut 1’équivalence précédente en une équivalence
2(Ck) = P(LH(Ck)). Réciproquement, on a le foncteur partie classique C: LH(Ck) — Cg
qui envoie un monomorphisme f: F — F' sur coker(f). Le foncteur Hi s’interprete alors comme
un foncteur 2(Cr) = 2(LH(Cg)). On remarque que CH! = H' et on a un épimorphisme
naturel H' — TH'. Si I'évaluation en E*® de cet . épimorphisme, i.e. Hi(E*) — IH{(E®), est un
isomorphisme, alors on dit que la cohomologie H’(E') est classique.

Pour la définition et les propriétés du produit tensoriel complété dérivé a droite @ﬁ on renvoit
a [15, 2.1.5].
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2. Systemes locaux

2.1. Systémes locaux

2.1.1. Systémes locaux étales. — Dans ce paragraphe on travaille sur le site étale X ¢ d'un
espace surconvergent, d’un espace rigide ou d’un schéma sur K que l'on supposera lisse. Le
topos des faisceaux sur X ¢ sera noté Shv (X K7ét) et pour A un anneau on note Shv(Xpg 4 ; A)
le topos des faisceaux en A-modules sur X gt.

Définition 2.1. — Soit A un anneau.

e Soit Loc(Xg ¢t ; A) C Shv(Xger; A) la sous-catégorie des faisceaux en A-modules qui sont
localement constants pour la topologie étale et de rang fini. C’est une catégorie A-linéaire
munie de Hom et d’un produit tensoriel interne satisfaisant les axiomes usuels. De plus, on
munit cette catégorie d’une structure de site a partir de la topologie étale.

e Soit Loc;' (X Két) = @n Loc(Xket; Z/p™), ol les morphismes de transition sont donnés par
la multiplication par p, la catégorie des systémes locaux étales en Zy,-réseauz. De méme, cette
catégorie est un site pour la topologie étale et est une catégorie Zjy-linéaire munie d'un Hom
et d’un produit tensoriel interne.

e Soit Loc}f) (XK’ét) = Loc; (XKm) [%} le localisé de LOC;Dr (XK’ét) en p%, i.e. en les isogénies.

C’est la catégorie des systemes locaux étales en Zj-réseaux a isogénie pres. Soit Loc, (X K’ét)
le champ étale associé dont les objets seront appelés Q,-systemes locaux étales. Alors
Loc, (X Két) est une catégorie Q)-linéaire munie d'un Hom interne et d’'un produit tensoriel
interne.

Remarque 2.2. — 1. On rappelle que le foncteur M — M qui a un A-module M associe
le faisceau constant de fibre M est I’adjoint a gauche du foncteur des sections globales et
que l'image essentielle de ce foncteur est constituée des faisceaux constants. Un faisceau
localement constant est alors un faisceau tel qu’il existe un recouvrement sur lequel il devient
constant.

2. D’apres de Jong [21 4], on peut décrire les systemes locaux étales en Z,-réseaux d’une
maniere différente : ce sont des faisceaux F qui sont p-divisibles, de torsion p-primaire et tels
que F[p] est un faisceau en F,-vectoriels & fibres finis (c’est-a-dire un objet compact dans
la catégorie des F,-modules). Plus précisément ceci signifie que F = J,, F[p"] ou F[p"] est
un Z/p"-faisceau étale localement libre et de type fini. On remarque que cette définition est
équivalente a la notre puisque le germe de F en un point géométrique = est défini par

Fz = @f[pn]f

ol les applications de transition sont la multiplication par p.

3. On décrit explicitement ce qu’est un Qp-systeme local étale L. C’est la donnée d'un recou-
vrement étale U — X et
e d’un systeme local étale en Z,-réseaux a isogénie pres, Ly € Locgr) (Uét),

. . , N . pr;
e d’un isomorphisme de Z,-réseaux a isogénie pres sur U xx U — U,
* *
& prily = prsly.
On note que Loc™) n’est effectivement pas un champ puisque un systeme local n’admet
pas nécessairement un réseau invarian De cette description, on peut décrire le champs
Loc, (X K’ét) comme la fibre du diagramme

pri—pr3

Locy(Xret) = [LOC;(J” (XK xx Xi)at) Loct™ (X ét)

W Par exemple (cf. [37, Example 1.4.5]) : soit X le recollement de deux copies de P, le long de {0,00}. On
consideére le systéme local trivial de rang 1 sur X \ {0} et X \ {oco} que l'on recolle par le morphisme identité sur
une copie de P]%p \ {0, 00} et par la multiplication par p sur I'autre copie. Alors, le systéme local de rang 1 obtenu
n’a pas de réseau invariant. Si X est un schéma, il suffit de demander qu’il soit normal.
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Soit : Spa(C,CT) — X un point géométrique. On note 75X , ) le groupe fondamen-
tal étale introduit par de Jong [21I]. Rappelons que, d’apres de Jong, le foncteur fibre définit
un foncteur a valeurs dans la catégorie des QQp-représentations de dimension finie du groupe
fondamental, soit

wg: Locy(Xke) = Rep@pﬂ"ft(XK , T)
qui est une équivalence de catégories si X est géométriquement connexe. Pour V un Q-
systeéme local étale, on note V(Z) := wzV sa fibre en Z. Le groupe fondamental étale de de Jong
est prodiscret mais pas profini a 'instar du groupe fondamental algébrique, défini a partir des
revétements étales finis et que ’on note FTlg(X K, 33) On déduit de la construction de de Jong
que la catégorie Loc, (X ¢) est naturellement une catégorie Tannakienne. De plus, ce foncteur
se restreint en une équivalence de catégories

Wz Loc; (XKet) — Repzpﬂ?lg(XK , :E)

Exemple 2.3. — L’exemple usuel est I'espace de Lubin-Tate M%T de dimension h — 1 qui est
I’espace des quasi-isogénies associées a un groupe de Lubin-Tate de hauteur A > 1 pour h un
entier. Cet espace admet un morphisme des périodes étale surjectif 7rp: M%TC — IP’ZTl qui
exhibe ses composantes connexes, isomorphes a des boules ouvertes de dimension A — 1, comme
revétements étales analytiques de 1'espace projectif.

De Jong montre qu’il existe un morphisme surjectif 7r‘1§t(1[1’}“1 , a‘c) — SLj(Qp) alors que
7T§Mg(]f”f“1 , j;) = 0. Notons que ce n’est pas une contradiction puisque SLj,(Q),) est localement
profini mais pas n’est pas profini et n’admet pas de quotient fini. Il existe donc sur P}é_l un
Qp-systeme local étale, associé a la représentation standard de SLj(Q)) sur (@Z. Mais, par ce
qui précede, ce systeme local ne provient pas d'un Z,-systeme local étale en réseaux. De méme,
on remarque que Q]’,} n’a pas de réseau stable sous 'action de SL;(Q)). On note ce systeme local
Vir; c¢’est un exemple de systeme local isotrivial cristallin comme nous le verrons dans la suite.

Notons de plus que ce systeme local provient du groupe de Lubin-Tate universel sur M%T. 11
admet donc un Z,-systeme local étale en réseaux que I’on note VITT et qui ne descend pas le long
du morphisme étale 7p. La représentation (V{T Rz, Qp) (%) associée a ce réseau par wyz est la
représentation standard restreinte a SLj,(Z,) et la tour de revétements finis associée est la tour
de Lubin-Tate M{% = 1£1n M7 — MY dont le groupe d’automorphisme est bien SLj,(Z,).

2.1.2. Systémes locaur proétales. — On munit ici X de la topologie proétale, le topos
correspondant sera noté Shv(Xg p¢). Pour A un anneau, on note Shv(Xg pe; A) les fais-
ceaux proétales en A-modules. De méme que dans le cas étale, on définit LOC(X K,pét ; A) C
Shv (X g pet ; A) le champ sur X e des faisceaux localement constants en A-modules de rangs
finis pour la topologie proétale. Ensuite, on pose Loct (X g pst) = 1£1n Loc(Xk pet s Z/p") la

catégorie des zp—systémes locaux proétales. Le Zy,-systeme local proétale constant Z, = m Z/p"™

permet, contrairement au cas étale, de définir Loc (X K,pét ; Zp) la catégorie des Zp-modules
localement constants de rang fini; on définit

LOC;_(XKVPét) = Loc (XKpét : ZD) .
On définit Locy (X pet) = Loc;' (XK pet) [%] qui est un champ (cf. remarque, contrairement

au cas étale. On a aussi Loc,(Xk pst) = Loc (XK’pét; @p> ol @p = Zp[%}. De plus, posons
Zp(1) = Hm_ fipn qui est un élément de Loc) (X pst) dont le Q,-systeme local proétale associé
est Qp(1). On note Q,(—1) = Q,(1)" le dual et pour k € Z, Q,(k) == Q,(1)®* si k > 0 et
Qp(k) = (@p(—l)(@_”C si £ < 0. De plus, si £ est un Q,-faisceau proétale on note pour k € Z,
E(k) = & ®q, Qu(k).

Onnote v: Xg pst — XK 4t le morphisme de sites naturel. Ce morphisme induit un morphisme
de topos Shv(Xg¢) — Shv(Xg pet) que l'on note F +— F. Par exemple le Q,-systeme local
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proétale associé a un Qp-systeme local étale définit un foncteur Loc,(Xx¢) — Locy(X g pet),
donné par V — V = V.

Pour finir, rappelons un lemme de Kedlaya et Liu (cf. [37, Lemma 9.1.11]) qui nous assure
que sur un espace rigide, les catégories des systémes locaux étales et proétales coincident ; notons
que cette équivalence de catégories n’est pas exacte.

Lemme 2.4. — Le foncteur naturel Locy(Xp ) — Locy(Xkpe) est une équivalence de
catégorie.
Remarque 2.5. — Le lemme précédent justifie que Loc, (X g pet) est naturellement un champ

ce qui fait du foncteur Locy,(Xx ¢) — Locy(Xk pst) un isomorphisme de champ.

2.2. Fibrés

Dans cette sous-section on garde les notations précédentes. En particulier Xx désigne un
espace surconvergent, un espace rigide ou un schéma sur K et on le supposera lisse sur K.

2.2.1. Fibrés vectoriels plats filtrés. — On note Vect(Xg) le champ des fibrés vectoriels
sur X, i.e. des Ox-modules localement libres et de rang fini sur Xx. Ce champ ne dépend
pas de la topologie (cf. [44], Lemma 7.3]) au sens ot on a des équivalences naturelles

Vect(Xk an) = Vect (X ¢t) = Vect (X g pet)-

La seconde équivalence sera notée & — £:=1v*¢:on prendra garde, ce n’est pas un foncteur
exact.

On note Vecty (X ) le champ des fibrés plats sur X, qui sont les fibrés vectoriels munis d’une
connexion plate, i.e. une application K-linéaire V: & — & ®Q}(K satisfaisant la regle de Leibniz
et telle que V@ oV =0 0u VP £ Qﬁ(K = ER® Q%(K est I’extension de la connexion. De plus,
on note Vect®(Xg) la catégorie des fibrés vectoriels munis d’une filtration finie, décroissante,
exhaustive et séparée, i.e. une suite de sous-Ox,.-modules {Fil*};cz d’un fibré £ telle qu'il existe
deux entiers a < b tels que £ = Fil* D --- D Fil® = 0 et telle que pour tout ¢ € [a,b], Fil*
admet Zariski localement un supplémentaire Fil; tel que & = Fil° @ Fil;. Insistons qu’a priori
ceci est moins fort que de demander qu’il existe un supplémentaire qui soit un fibré vectoriel.
Finalement, on définit Vecty, (X k) le champ des fibrés plats muni d’une filtration et satisfaisant
la transversalité de Griffiths, i.e. pour tout i € Z,

VFil' C Fil' ! @, Q%.

Un élément de Vecty (X ) est noté (€, V, Fil®) et appelé un fibré plat filtré ; on sous-entend donc
implicitement que la transversalité de Griffiths est satisfaite. On a un diagramme commutatif
tautologique de foncteurs d’oubli

Vecty (Xx) —— Vect®(Xk)

l l

Vecty (Xg) —— Vect(Xk)

2.2.2. IB%:{R’XK—systémes locauz. — On renvoit a [44] Definition 6.1] pour la définition de
IB%QFR’XK et & [44] Definition 6.8] pour la définition de OBIR,XK (on rappelle que le pro-
duit tensoriel dans la définition doit étre complété). On note Locly(Xk pet) la catégorie
des B;R’XK—systémes locaux (proétales). D’apres [44, Theorem 7.2], on sait qu'on a une
équivalence de catégories entre LOCZ{R(X Kpét) €t Vect:{R(X K,pét), la catégorie des OB;{R, Xio
modules munis d’une connexion plate. L’équivalence est donnée dans le sens direct par
Xiz — Xy ®B&LR,X (’)IB%CTR x, €t dans le sens inverse par (M, V) — MY=0appellé le foncteur

des sections horizontales; cette équivalence rappelle la correspondance de Riemann-Hilbert
classique. On rappelle quun élément (M, V) de Vect i (Xk pet) est dit associé & un élément
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(€, V,Fil*) de Vecty, (X ) s'il existe un isomorphisme de faisceaux proétales
(2.1) M®pg+  OBarx, =€ oy, OBar,xy,
XK

compatible aux filtrations et connexions. Les filtrations sont les filtrations produits ou M est
muni de la filtration triviale, £ est muni de la filtration Fil® et OIBBIR Xy dela filtration définie
dans [44], Definition 6.8]. Dans ce cas, les sections horizontales de M sont données en termes
de & par
. . V=0
X1 (€, V,Fil*) == Fil’(€ ®0x, OBar.xy) -
Cette formule définit un morphisme de champs Vect$, (Xx) — LOle_R(X K,pét), qui est pleinement
fidele; en effet, on a en tant que faisceaux étales & = vy (XIR(S , V,Fil*) ®]B(TRX OBgr, x K)
XK
qui est muni d'une connexion et d’une filtration induites par OBgg x, et fournit la construction
réciproque pour les fibrés associés. C’est essentiellement le théoréeme [44, Theorem 7.6].
De plus, on a un autre morphisme, utilisé dans la preuve du théoreme [44, Theorem 7.6],
mais qui ne dépend pas de la filtration : ]DDIR: Vecty (Xg) — LOC:{R(X K,pét) qui est donnée par
(E,V) = DR(E,V) = (& ®Ox, OBIR’XK)VZO. On a un isomorphisme

£ ®(’)XK OIBdR,XK = DIR((C/‘, V) ®B21LR,XK OBdR,XK

compatible avec la connexion mais, si £ est filtré, pas nécessairement a la filtration. On munit

]D):{R(E , V) de la filtration induite par cet isomorphisme pour £ muni de la filtration triviale. De

plus, notons Dyr (€, V) = ]D)ji'R(S, V) ®BIR . Bar,x, muni de la filtration induite. Ainsi, pour
K

k € Z on a Fil*Dyg (€, V) = t"D 3 (€, V). On a le lemme suivant (cf. [44, Lemma 7.8]) :
Lemme 2.6. — Pour tout entier r € Z on a une suite exacte
0 —— E(r+1) — Fil'Dgr(&, V) /Fil2Dgp (€, V) — E(r) —— 0

et dans la suite exacte longue obtenue en appliquant Rv, a cette suite exacte, le morphisme
connectif en degré k <r est (—1)FV®): Qh(r — k) — QEF (r — k).

Le lemme suivant exprime le lien entre XXR(é’ , V,Fil*) et Dgr (&, V). Remarquons que si on
note Xgr (€, V, Fil*) = X;{R(S , V,Fil®) ®Bd+R . Byr,x, alors on a un isomorphisme de faisceaux

XK
Xgr(E, V,Fil*) 2 D(€, V) mais qui n’est pas compatible aux filtrations. Le lemme suivant (cf.
[44], Proposition 7.9]) exprime le lien entre les deux filtrations.
Lemme 2.7. — Le IB%(J{R,XK -systéme local X(TR(E, V,Fil®) est l'unique sous-objet de D(E, V) tel
que, pour tout k € Z
X1 (€, V,Fil*) NFikD(E, V)

= (Fil %) (k) C E(k).
X1 (€, V,Fil*) NFil*'D(£, V) (FiI™"&) (k) (k)

On associe a un Qp-systeme local étale un IB%:{R XK—systéme local par V — V;{R ou VZ{R =

\% ®@p IB%:{R X, € qui définit un morphisme Loc,(Xx ¢) — Loc;fR(X K,pét). De méme, on note
V +— Vy4r le foncteur correspondant apres avoir inversé t. On peut alors associer a V un fibré
plat filtré, ce qui fournit un foncteur Locy, (X ¢) — Vecty (Xk).
Définition 2.8. — Soit V un Q,-systéme local étale. On dit que V est de Rham si VIR =
V ®q, B:{R,XK est associé & un élément (&£, V,Fil®) de Vecty (Xk), au sens de |D tel que
rango, &= rangq, V. Dans ce cas, les poids de Hodge-Tate de V sont les opposés des sauts de
la filtration Fil® sur £. Plus précisément, i est un poids de Hodge-Tate si et seulement si

Fil~'€ # Fil~*HLe.
Remarque 2.9. — On pourrait définir les poids de Hodge-Tate de maniere différente en uti-

lisant les opérateurs de Sen (cf. [47]) ; le lemme précédent nous dirait alors que ces définitions
sont équivalentes.
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2.3. Opers

En général, les opers sont certains types de fibrés plats filtrés sur les courbes munis de ’action
d’une algebre de Lie satisfaisant une certaine condition de transversalité. Ils apparaissent natu-
rellement dans la correspondance de Langlands quantique. On renvoit a [2] pour la définition
générale et plusieurs propriétés que ’on rappellera. Techniquement, on s’intéresse ici aux opers
pour GL,, mais on va s’autoriser a décaler la filtration pour faire apparaitre les poids de Hodge-
Tate.

Définition 2.10. — Soit X une courbe lisse surconvergente sur K. Soit £ = (&, V,Fil®)
un fibré plat filtré satisfaisant la transversalité de Griffiths. On dit que £ est un oper de poids
(a,b), avec a,b € Z tels que b > a s’il est de rang b —a + 1 et si

e £=Fil" 2. 2Fil™* D0,
e pour tout entier i tel que a < i < b le quotient Gr;& = Fil ™! /Fil~*™! est un fibré en droites,

e l'application naturell induite par V,
0;: Gri€ — Gripi€ Qoy, Vs

est un isomorphisme pour tout entier i tel que a <7 < b— 1.

Ainsi, si V est un Q,-systeme local de de Rham proétale, on dit que V est un Q,-oper proétale
si le fibré plat filtré associé est un oper. Notons que si cet oper est de poids (a, b) alors les poids
de Hodge-Tate de V sont précisément a,a + 1,...,b.

Faisons quelques rappels de [2, §2]. On note simplement O = Ox, et 2 = Q&K. Soit D =
Dx, = @n20 Q®~" Je faisceau des opérateurs différentiels sur Xx et Dj, C D le sous-faisceau
des opérateurs différentiels d’ordre < k pour k£ > 0 un entier. Notons que D est naturellement
muni d’une structure de faisceau en anneaux filtré par les Dy mais qu’il n’est pas gradué en tant
que faisceau d’anneau. La connexion V définit une structure de D-module sur £ et on obtient
une application D ®¢p Gr,& — £ qui induit un isomorphisme Dy_, ®p Gre& = £ d’apres la
seconde condition dans la définition. Ceci donne un diagramme

0 —— Dy_, ®0 Gry& —— Dp—a+1 0 Gr,&é —— Q®(a—b-1) R0 Gra& —— 0
\ g
qui définit un scindage Q2D @6 Gr,& — Dy_gr1 ®0 Gr& et donc une section ‘Ly €
HO(XK ; BRoDRe A®(71)), ol A := (Graé')@(*l) et B:=Q%0 (Grbé')@(*l) comme la seconde
condition dans la définition fournit un isomorphisme Q®(a=b) ®o Gro€ = Grp€. On considere
cette section comme un opérateur différentiel 'Ly : A — B qui est d’ordre b—a+1 et Ubv*‘”l =1
d’apres [2] §2.1], ou abv_a'H est le symbole principal d’ordre b—a+ 1 défini naturellement comme
la section
Ubvfa+1 c HO(XK; ./4®(_1) ®0 B®0o Q@(a—b—l)).

Réciproquement, & partir d’'un opérateur différentiel d’ordre b — a + 1, entre des faisceaux
inversibles, de symbole principal inversible, on peut construire un oper de poids (a,b). On
considére maintenant la transposée de cet opérateur différentiel (au sens de [2, §2.2]) ce qui
définit un opérateur différenticl Q@0 B — Q0 A®(D qui induit un opérateur différentiel
d’ordre b —a + 1

Lv: Grp€ — Gryllg,

oll Gry€le == Gr& ®e 2. Le lemme suivant est immédiat a partir des définitions et du fait que
les suites exactes de fibrés vectoriels soient scindés sur les espaces Stein et affinoides :

) Cette application est appelée le champ de Higgs.
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Lemme 2.11. — Supposons que X soit un espace Stein ou un affinoide surconvergent, lisse
et de dimension 1 sur K. Soit £ = (€, V,Fil®) un oper de poids (a,b) sur Xg. Alors, les suites

exactes naturelles
0— Fil " 5 & 5 Grp€ — 0

0— Gr,& €& —E/FiIT* =0

sont scindés. De plus, la filtration de € induit une filtration sur ces composantes et on obtient,
pour i € 7,

y ) —_— . o . < _
FllZGrbS — Grbg 8@. Z b7 FilzGrag _ Gra(c: St Z NS a,
0 b 0 >
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3. Systemes locaux isotriviaux
3.1. Définitions et premieres propriétés
3.1.1. Définition. — Rappelons qu'un ¢-module sur Ky est un Kyp-espace vectoriel muni d’une
application o-linéaire et bijective. Un isocristal sur k est alors un p-module sur K de dimension
finie. Les isocristaux sur un corps parfait k forment une catégorie Tannakienne que I’on note

Isoy. On renvoit a [49] pour la définition du faisceau de période B, x, (cf. [49] Definition 2.1,
Definition 2.4]) que l'on utilisera librement.

Définition 3.1. — Un Q,-systeéme local étale V est isotrivial cristallin s’il existe un isocris-
tal D sur k et un isomorphisme de faisceaux proétales

w . i\/ ®Qp IBCI‘,){}( g Q ®K0 BCI‘,X}()

compatible avec I’endomorphisme de Frobenius, ot on rappelle que D est le faisceau constant
associé a D (cf. le premier point de la remarque [2.2). On appellera le couple (D, ) une isotri-
vialisation de V.

Remarque 3.2. — 1. Soit V un Q,-systeme local isotrivial cristallin, on note que l'on a
rangg V = rangg, D, donc V est cristallin (au sens de Faltings cf. [49] 1.0.2].)

2. On peut prendre une définition légérement plus générale, mieux adaptée au cas propre, en
remplagant D par un faisceau de p-modules localement constant pour la topologie de Zariski.
Tout ce que l'on fera devrait facilement s’adapter a ce cas.

3.1.2. Foncteur fibre cristalline. — On note Litc,(X g ¢) C Locy(Xk ¢t ) la sous-catégorie plei-
nement fidele des Q)-systemes locaux étales qui sont isotriviaux cristallins. On a le lemme
suivant qui résume les propriétés de cette sous-catégorie :

Lemme 3.3. — 1. La sous-catégorie Litc,(Xk¢:) de Locy(Xig) est une sous-catégorie Tan-
nakienne.

2. Le foncteur D: Litc, (X ) — Isox, qui associe a 'V d’isotrivialisation (D,) Uisocristal D,
est un foncteur tensoriel bien défini comme foncteur fibre.

Démonstration. — La structure de catégorie Tannakienne sur Litc,(X g ¢;) est donnée par le
foncteur fibre ID. Premiérement, notons que si V est un Q,-systeme local isotrivial cristallin,
alors D'isocristal associé est unique & isomorphisme pres. Soit Z: Spa(C,C") — Xk un point
géométrique fermé de Xy tel que C' = K. Alors, si (D, 1)) est une isotrivialisation de V alors 1
induit un isomorphisme, compatible avec 'action du Frobenius et du groupe de Galois

V(i’) ®QP Bcr = Q ®Ko Bcr-

On considere ensuite les invariants sous laction de Gal(C/Kp), qui agit continument, pour

obtenir (V(JE) ®q, Bcr)Gal(C/ Koy~ p. Ainsi, on voit que D ne dépend pas de T et que la
construction est fonctorielle, ce qui définit un foncteur D: Litc, (X ) — Isog. Vérifions que
c’est un foncteur tensoriel. Soient V; et Vo des systemes locaux isotriviaux cristallins et soient
(D1,11) et (D3,1)2) des isotrivialisations respectives. Alors,

V1 ®q, V2 ®q, Ba xx = V1 ®q, D2 @k, Ber, xix = D1 Qk, D2 @Ky Ber x

ou le premier isomorphisme est donné par 5 et le second par ;. Ainsi, on a des isomorphismes
naturels D(V; ®q, Vo) = D1 ®k, D2 = D(V1) @k, D(V2). Il reste a montrer que D est un
foncteur exact. On considere une suite exacte de systemes locaux isotriviaux

0>V —>Vy—>V3—0.

On applique le foncteur fibre V — V(Z) et on en déduit une suite exacte de Q,-représentations
de Gal(C/Ky),

0— Vyi(z) = Vy(z) — V3(z) = 0.
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Or, ces représentations sont cristallines et on sait que le foncteur de Fontaine V +— (V ®q,

Bcr)Gal(C/ Ko) est un foncteur fibre sur les représentations cristallines, donc en particulier est
exact. On obtient donc une suite exacte

0—D(V;y) - D(Vy) - D(V3) — 0.

Ainsi, D définit bien un foncteur fibre et Litc,(Xx¢;) est bien une catégorie Tannakienne.
Plus directement, le foncteur D est la composée de deux foncteurs fibres, donc est un foncteur
fibre. ]

3.1.3. Foncteur fibre de Rham. — Pour V dans Litc,(Xx¢) on appellera simplement D(V)
Iisocristal associé a V. Soit D un isocristal sur k. On définit les faisceaux proétales

P=id ®=id

Xa(D) = (D @Ky Barxy) 5 X&(D) = (DO BY x, )

cr, X g ’
ou le Frobenius ® est le produit tensoriel du Frobenius sur D et de celui sur B¢ x,. On
rappelle que la torsion & la Tate pour les isocristaux est donnée par Ky(1) qui est l'isocristal de
dimension 1, muni du Frobenius ¢ = 1o.

Soit V un objet de Litc,(Xget) et soit D = D(V) son isocristal associé. On a alors une
inclusion V. — X (D). On veut décrire le quotient qui fait intervenir la partie de Rham. On

commence par un lemme qui explicite le foncteur fibre Litc,(X g ¢;) — Vecty (Xk ).

Lemme 3.4. — Le systéeme local V est de Rham et le fibré associé (£,V,Fil®) est muni d’une
trivialisation € = Dig Qg Ox,, ot Dk = D Qk, K, qui ne dépend que de l'isotrivialisation
(D,v) de V. En particulier, le foncteur fibre Litc,(X g ¢) — Vect(Xk) se factorise par Vectg .

Rappelons qu’on a défini pour la partie de Rham, & partir d’'un élément (€,V,Fil®) de
Vecty (X ), des faisceaux proétales filtrés

XdR(ga Vv, Fll.) = (é\ ®6XK OEdR,XK)v:O V=0

, X:R(g’ V, Fﬂ.) = Fil° (S ®6XK OEdR,XK)
Rappelons de plus que, en tant que IB%:{R XK—systémes locaux, Xgr(€, V, Fil*) = Dyr (&, V) mais
la filtration est différente. On note de plus le faisceau quotient

Xigr (€, V,Fil*) == X4r (&, V,Fil*) /X1 (€, V, Fil*).
On a alors un morphisme naturel X (D) — X4r(&, V, Fil®) qui est injectif.

3.1.4. Fibrés fortement isotriviauz. — On donne maintenant une condition plus forte que I’iso-
trivialité sur un fibré portant sur la connexion. On dit qu'un fibré vectoriel £ sur X est isotrivial
s’il existe un K-espace vectoriel Dy de dimension finie tel que £ = Ox, ®k Dk.

Définition 3.5. — Soit € un fibré vectoriel isotrivial sur X d’espace vectoriel associé D .
Supposons & muni d'une connexion V: Dg @k Ox, — Dk Q@ lx,. On note

DY =Ker[V: D ® O(Xg) — Dg @k Qx, (Xk)],

le K-espace vectoriel des sections globales horizontales. Alors on dit que (€,V) est fortement
isotrivial si 'inclusion naturelle DIV( — Dg ® Ox, induit un isomorphisme Di ®k Ox, =
D[V( ®r Oxp - De méme, on dit d'un Q,-systeme local isotrivial cristallin V qu’il est fortement
isotrivial cristallin si le fibré associé muni de sa connexion (€, V) est fortement isotrivial.

Remarque 3.6. — Si la connexion V est unipotente, il suffit que dimg D = dimg DIV{ pour
que le fibré muni de sa connexion soit fortement isotrivial. En effet, dans ce cas la matrice
de passage entre D[V( ®Kr Oxy et Dg ®k Ox, d'une base compatible avec D[V( vers une base
compatible avec D est unipotente donc de déterminant 1. L’inclusion naturelle DIV( R Oxp —
Di @k Ox, est alors un isomorphisme de Ox, -modules.

La condition pour un fibré plat d’étre fortement isotrivial est tres restrictive : cette condition
implique que la connexion se trivialise :

Lemme 3.7. — Soit (£,V) un fibré plat isotrivial de K-espace vectoriel associé Dy . Alors
(E,V) est fortement isotrivial si et seulement si V =id ® d: DIV( ®Kr Oxy, — DIV( QK Qxp -
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Démonstration. — La réciproque est immédiate, montrons le sens direct. On a des isomor-
phismes £ = DX K Ox, & Dk @k Oxy. Or, soit f1,..., fq une base de DIV(. Par définition,
pour tout entier i tel que 1 <i < don a Vf; =0. Soit s € £(Uk) une section locale, on peut la
décomposer dans la base des f;

d
§ = Zfz ® Siy S1,-.-584 € Ox, (Uk).
i=0
Donc on obtient
d
V(s)=Y_ fi®ds; = (id®d)(s).
i=0

O]

Pour un fibré vectoriel muni d’une connexion fortement isotrivial on note parfois (£, V, Fil*) =
(Dg,d ® id, Fil®), ce qui sous-entend que Dy = Dlv(. Ainsi, on dira qu'un Q,-systeme local
isotrivial est fortement isotrivial si le fibré plat associé est fortement isotrivial.

3.1.5. Suite exacte fondamentale. — La proposition suivante est une reformulation d’un
théoreme de Kedlaya-Liu (cf. [37, Corollary 8.7.10]) :

Proposition 3.8. — Soit D un isocristal sur k et soit Fil® une filtration décroissante finie et
exhaustive du fibré vectoriel € = Dk @k Ox, que l’'on munit de la connexion triviale id ® d
pour définir un fibré plat filtré (£,V,Fil®). Supposons qu’en tout point géométrique de Xk la
filtration soit faiblement admissible. Alors le noyau de Uapplication naturelle

V = Ker [Xe: (D) — Xz (€, V, Fil*)]

définit un Qp-systéme local proétale fortement isotrivial de p-module associé D. De plus, lap-
plication X (D) — X3z (€, V, Fil®) est surjective.

Démonstration. — Comme la question est locale sur le site proétale, on se restreint a S — Xg
un espace adique perfectoide sur X g et on va montrer que Vg définit un systeme local isotrivial.
Comme le site proétale de S et de son basculé S” sont équivalents on peut supposer que S est
perfectoide de caractéristique p.

On va maintenant considérer la courbe de Fargues-Fontaine relative sur S, X g. Alors, un
théorém@ de Kedlaya et Liu (cf. [37, Corollary 8.7.10]) nous assure que les fibrés vectoriels
semi-stables, ponctuellement de pente 0 sur App g sont équivalents aux Q,-systémes locaux
proétales sur S. Or, X (D) sont les sections du fibré vectoriel & (D) associé a D sur Xpp g et
Xy (€, V, Fil®) sont les sections d'un faisceau gratte-ciel en la section too 5: S <+ Ap,5. Or, on
considere précisément une modification faiblement admissible de & (D) et donc le noyau est un
Qp-systeme local proétale. On a directement que

V ®q, B = D ®k, B,

cro

ce qui permet de conclure que V est isotrivial de ¢-module associé D. On conclut de méme que
le fibré associé est bien (€, V,Fil*) = (Dg ®x Ox,,id ® d,Fil*) et donc que V est fortement
isotrivial. O

Proposition 3.9. — Soient V un systéme local fortement isotrivial, D = D(V) et (£, V,Fil®)
le fibré plat filtré associé. Alors on a une suite exacte de faisceaux proétales

0=V = Xu(D) = Xgp(Dk, V, Fil*) = 0.

) est la version relative d’un théoréme classique de Fargues et Fontaine (cf. [27, Théoréme 9.3.1]).
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Démonstration. — Premierement, notons que le théoreme est vrai si Xx est un point : c’est
I’équivalence entre admissible et faiblement admissible (cf. [18], voir aussi [27, Chapitre 10]).
D’apres la proposition précédente, on sait que

V" := Ker [Xer(D) = X33 (Dk, V, Fil*)]

définit un Q,-systeme local proétale isotrivial de p-module associé D. Elle permet de plus
d’obtenir la surjectivité de la derniere application. Il suffit de justifier que V = V. On sait
qu’on a une inclusion Ve v ®@q, Ber- De plus, comme le théoreme est vérifié pour les points, le
germe de cette inclusion est un isomorphisme sur le germe de V' en tout point proétale de X .
On en déduit que l'inclusion induit un isomorphisme V. 0

Corollaire 3.10. — Soit V un Qy,-systéme local fortement isotrivial, D = D(V) et (£, V,Fil®)
le fibré plat associé. Supposons que tous les poids de Hodge-Tate de V soient > 0. Alors on a
une suite exacte de faisceaux proétales

0=V = X%(D) = X3, (Dg, V, Fil*) /Fil® - 0.

3.2. Groupes p-divisibles

Soit G — X un groupe p-divisible obtenu par déformation d’'un groupe p-divisible, i.e. il
existe un groupe p-divisible G sur k£ et une quasi-isogénie p: Gg X X --+ G X x Xj. Notons
Dd = D*(Gy) le module de Dieudonné covariant de Gy sur W(k) et Dy := D @w Ky l'isocristal
associé de Frobenius ¢g: Dy — Dg. On définit de plus le module de Tate entier de G par

T,(9) = lim Glp" i
n
qui définit un Z,-faisceau proétale sur Xx et V,(G) = Tp(G) ®q, @p le module de Tate rationnel
qui définit un Q,-faisceau proétale sur Xg.

Lemme 3.11 (Partie cristalline). — e Le module de Tate V,(G) définit un Qp-systéme lo-
cal isotrivial cristallin sur Xg, d’isocristal associé Dy.

o Le faisceau proétale défini par le revétement universel G = 1'£1[p] G est donné par

X&(Do(1) = G.

e On a un diagramme commutatif de faisceaux proétales a lignes exractes

0 —— T,(G) "g’V G 0

| $

0 —— V,(G) — G —— Lie(G) ® G, —— 0
dont on déduit en particulier que ker (logg) =V,(9)/Tp(G) = G[p™].

Démonstration. — Ce résultat est essentiellement contenu dans [45]. Le point crucial est que
le revétement universel G ne dépend que de la fibre spéciale de G et

G = (Do @k, B,

cr, X g ) o .

On décrit maintenant la partie de Rham.

Lemme 3.12 (Partie de Rham). — e Le fibré vectoriel £ associé a V,(G) est de la forme
€ =2 Dk @k Ox, 0ot Di = Dy Rk, K. De plus, il est fortement isotrivial.

e Les poids de Hodge-Tate de V,(¥) sont inclus dans {0,1} et la filtration est donnée par
0=Fil'¢ C Fil’6 C FilI7'€ = €.
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Un corollaire direct est que les constructions tensorielles sur V,(G) sont aussi isotriviales.
Plus précisément, soient A une partition d’un entier n et sy le projecteur de Schur associé. Alors
sx - V,(G) est isotrivial de périodes cristallines sy - Dg. En particulier, pour tout entier k € Z,
Symap Vp(G) est un Q,-systeme local isotrivial de p-module associé Symlf(o Dy. Le corollaire
suivant est une réinterprétation de [41], Proposition 5.15] :

Corollaire 3.13. — Soit (G, b, u) une donnée de Rapoport-Zink locale, c¢’est-a-dire une donnée
de Shimura locale pour un cocaractére minuscule p et un isocristal basique b. Alors sur l’espace
rigide M(G, b, u), le groupe p-divisible universel définit un systéme local fortement isotrivial dont
lisocristal associé est donné par b.

Exemple 3.14. — On reprend 'exemple Par ce qui précede, Vi définit un Q,-systeme
local fortement isotrivial cristallin sur Xx = M{1. L’isocristal associé (D, ¢) = D(Vyr) est un
k-isocristal de rang 2 dont le Frobenius s’écrit dans une base adaptée

0 p
o~ (1)
2__
Ainsi on obtient que le revétement universel s’écrit X (D(1)) = (B, XK)SD ~”. Finalement,
I’algebre de Lie du groupe p-divisible universel est de rang 1 et on obtient la suite exacte

fondamentale

)‘PQ:p — Ox — 0.

0— VLT — (B;,XK

Notons que le dernier terme s’identifie & X1 (D) /Fil’Xar (D). En effet on a Fil®(Err) € &rr,
ou &1 = Dk @k Ox, est le fibré vectoriel associé a V. Donc

Fil’Xqr (Dr) = Fil’(Eur) ©x Bl x, + Eur Ok B x,

ce qui donne bien ce que I'on veut a partir de la suite exacte de Hodge de &rr.
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4. Cohomologies a coefficients

4.1. Cohomologies des systemes locaux

4.1.1. Cohomologie (pro)étale. — Soit VT un systeme local étale en Z,-réseaux sur X . Alors,
par définition, V* = limy V*[p"] et on définit

RI(Xc; VF) = holim,RIx(Xc ; VT[p"]),

ol les morphismes de transition dans la limite homotopique est la multiplication par p. Pour le
Q,p-systeme local associé, V= V+ ®z, Qp, on pose

RFét(XK ; V) = RFét(XK ; VJr) ®Zp Qp-
En particulier, pour tout entier ¢ > 0,

He(Xxc; V) = (lim He(X x5 VF[p"]) @2z, Qp)-

La définition de la cohomologie proétale est plus directe, puisqu’on peut directement définir
pour V un Q,-systéme local proétale sur Xg le complexe RFpét(X K V) qui est un élément de
2(Cq, ). Le foncteur V RFpét(X K V) est le foncteur dérivé des sections globales V — V(X ).
Rappelons le lemme suivant, qui est une conséquence de [44] Corollary 3.17 (ii)] :

Lemme 4.1. — Supposons que X est un espace rigide lisse sur K, quasi-compact ou propre,
et soit V1t un systéme local étale en Zy-réseaux sur Xp. Alors on a un quasi-isomorphisme

RIpet( Xk ; V) =2 RIgy( X ; V).

4.1.2. Cohomologie de groupes. — Soit H un groupe prodiscret et soit M un H-module
continu. La cohomologie de groupe de H est calculée a ’aide de cochaines continues homogenes.
On note ce complexe de cochaines continues et homogenes, qui définit un élément de la
oo-catégorie des H-modules, par RF(H ; M ) On a directement le lemme suivant, qui est une
conséquence directe de [44, Theorem 1.2] :

Lemme 4.2. — Soient Xi un affinoide sur K et z: Spa(C,CT) — Xk un point géométrique.
On considére un Zy-systéme local proétale V1 et 'V le Q,-systéme local proétale associé. Alors,
le foncteur fibre induit un quasi-isomorphisme strict

RTpe( Xk 5 V) = RO X g, 7) ; V(7))
En particulier, Rrpét(XK; V) est un élément de 2(Cq,).

La méme relation entre la cohomologie proétale et la cohomologie de groupe devrait tenir
pour la cohomologie étale, mais cette fois pour le groupe fondamental étale.

On veut définir la cohomologie étale d’un systéeme local qui n’admet pas un réseau. Soit V un
Qp-systeme local sur un espace surconvergent X . D’apres la définition de de Jong que l'on a
rappelé au second point de la remarque [2.2], on sait qu'’il existe un recouvrement étale galoisien
m: Y — Xk tel que Vy, = 7"V admet un réseau V;SK. Notons H = Aut(Yrx/Xk). Alors, il
est raisonnable de définir

RI(Xk; V) == RI(H ; RIg(Yie ; Vyy)).

En effet, on vérifie facilement & l'aide de la suite spectrale de Hochschild-Serre que cette
définition est indépendante du recouvrement choisi.

4.2. Cohomologie de de Rham

4.2.1. Le complexe de de Rham a coefficients. — Soit X un espace rigide ou un espace sur-
convergent lisse sur K. Soit £ = (£, V,Fil*) € Vecty, (Xk) un fibré plat filtré. Alors on définit
le complexe de de Rham :

RFdR(XK; 5) = sz = (5 Z>8®OXK Q}XK ﬁ) )
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Ce complexe définit un élément de Z(Cg) que 'on note toujours RFdR(X x; € ) et son hyper-
cohomologie définit des espaces que 1’on note pour tout entier ¢ > 0, HQR(X K 5). Si X est
un espace Stein, muni de sa structure surconvergente naturelle alors HéR(X ix; & ) est un espace
de Fréchet et si Xg est affinoide, alors c’est un espace vectoriel de dimension finie, muni de sa
topologie canonique séparée. Le complexe de de Rham est muni d’une filtration
Fil'RTur(Xx ; €) = (Fil"€ 5 Fil' 1€ @0, Ok, ),

qui est bien définie par la transversalité de Griffiths. Cette filtration définit une filtration sur
HQR(X K 8) pour tout entier ¢ > 0. Par exemple, la filtration sur HgR(X K 5) est définie
directement a partir de la filtration sur £. Si (£,V) = (Ox,d) on note simplement RIyr(Xx)
le complexe de de Rham associé.

Lemme 4.3. — Supposons que Xk est Stein. Alors on a un quasi-isomorphisme strict
. ~ v ~ v(2)
RFdR(XK; 5) = QE(XK) = (g(XK) — Ql(XK)(X)O(XK)S(XK) —_— - )

et de plus, si Fil'€ =0, on a
Fil' RT4r(Xk ; €) = (0 = QY (X k) @0 (x 0 FIPE(XK) — -+ ).

Soit B(TR Ianneau des périodes de de Rham et Bggr = Frac(B;{R) le corps associé qui est muni
d’une filtration. L’anneau B, est un espace de Fréchet sur K et donc dans 2(Ck) la fleche
naturelle

RPdR(XK ; 5) ®KB — RFdR(XK ; 5) ®2B§R7

ou le terme de gauche est le complexe de de Rham dont on a tensorisé les termes par BIR
au-dessus de K, définit un quasi-isomorphisme strict dans Z(Cg). De plus, sur le membre de
gauche la filtration est définie par

Fil* (RTuyr(Xk ; £)®xBJg) = hocolimy >, FiVRT4r(Xk ; €)@ xt'Bly.
La preuve du lemme suivant est la méme que [15, Example 3.30]

Lemme 4.4. — Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent on a

Fil' (RLur(Xx ; €)8xBlg) = (Y Fil "€(Xx)Bxt 1B — > Fil 0 (Xk)@xt' Bl — ).
1€EN 1€EN

4.2.2. Le petit complexe de de Rham des opers. — Supposons que X est une courbe sur K
et soit & = (£, V, Fil®) un oper de poids (a,b). On définit le petit complere de de Rham par

RTop(X ; €) = (G 2% Groe )

muni de la filtration induite par la filtration sur les gradués.

Proposition 4.5. — Supposons que X est une courbe Stein ou un affinoide surconvergent.
Soit £ = (€, V,Fil*) un oper de poids (a,b). On a un quasi-isomorphisme filtré

RFOP(XK; 5) = RFdR(XK; 5).

Ce résultat permet de calculer la filtration précédente plus explicitement.

Lemme 4.6. — Sous les mémes hypothéses que le lemme précédent on a un quasi-
1somorphisme

Filt (RFdR(XK; 5) @KB(J{ ) (Grbg(XK)®Ktb+1BdR =, GI‘an(XK)@KtaB > .
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4.2.3. Cohomologie de de Rham isotriviale. — Le complexe de de Rham des fibrés plats for-
tement isotriviaux est particulierement simple :

Lemme 4.7. — Soit (£,V,Fil*) = (Dg ®k Ox,,id @ d,Fil*) un fibré plat filtré fortement
1sotrivial. Alors on a un quasi-isomorphisme entre complexes

RI4r(Xk ;5 €) = RIur(Xk) ®k Dk.
En particulier, pour tout entier i > 0 on a HQR(XK : 5) = HQR(XK) QK Dik.

4.3. Cohomologie de Hyodo-Kato

Soit X un schéma faiblement formel sur O . En suivant [15], 3.1.2], on définit la cohomologie
de Hyodo-Kato surconvergente comme cohomologie rationnelle surconvergente rigide de la fibre
spéciale X}, sur O%O :

(4.1) Rk (Xk) = Rrrig(Xk/O(;(o)-

Rappelons que OOK0 désigne le log-schéma formel Spf(Og,) muni de la structure logarithmique
induite par N — Og,, 1 — 0. Le complexe ({4.1)) est muni d’un endomorphisme de Frobenius ¢ et
d’un endomorphisme N, 'opérateur de monodromie. Ces endomorphismes vérifient la relation

Nyp = ppN. On va commencer par reprendre [15, 3.1.2] mais avec comme coefficients des
systeémes locaux Zariski (cf. .

4.3.1. Cohomologie log-rigide o coefficients. — Rappelons qu'un systéme local Zariski en iso-
cristaux sur X est un faisceau localement constant en Ky-espaces vectoriels pour la topologie
de Zariski sur X, muni d’un endomorphisme de Frobenius. Soit F un systeme local Zariski
en isocristaux sur X. On va suivre [35] pour définir la cohomologie rationnelle surconvergente
rigide de X}, a coefficient dans F, notée

RLyig(X1/OY%, 5 E).
On la définit & la main. Soit Y un k°-log-schéma fin et soit E un systéme local Zariski en
isocristaux sur Y. On choisit un recouvrement ouvert ¥ = (J,.;Y; et, pour tout i € I, une
immersion exacte fermée Y; — Z; dans un log-schéma faiblement formel log-lisse sur O%O. Pour
tout sous-ensemble non vide J C I on choisit une exactification

/
Yi=(Yi5 2,5 [[(Z)ies

ieJ 09
°
Z J/o?(O
convergent sur le log-schéma faiblement formel Z;. Lorsqu’on tensorise ce complexe de fais-
ceaux par Ky, on obtient un complexe de faisceaux QZ3K sur le Ky-espace surconvergent

B0

du morphisme diagonal Y; — Ho(;( (Zi)ieg. Soit £ le complexe de de Rham sur-
0

ZjK,- Le tube Y[z, et la restriction Q}YJ[ZJ = Q.ZJ,KO Wols,

ne dépendent que du systeme

de plongements {Y; < Z;}; et non de 'exactification (¢, f). On modifie le complexe de de

Rham en €.  ®k, sp Y(E ‘YJ)’ muni de la différentielle d ® 1. Le complexe de de Rham
J

F(]YJ [z,; Q* Rk, sp_l(E‘YJ)) est alors muni de la topologie induite par celle du faisceau struc-

tural de l'espace surconvergent Y[z, .
Pour Ji C J> on a une restriction naturelle 6,5, s, : |Yy,[2,, =Y [z, et

—1 ° —1 ° —1
5]1,JQQ]YJ1 [ZJ1 ®I(O Sp (E‘YJl) — Q}YJQ [ZJ2 ®KO Sp (E’YJQ)
Si on munit I d’un bon ordre, on obtient un espace surconvergent simplicial |Y,[z,, muni d’un

complexe de faisceaux Q].Y.[z. R K, sp_l(E}Y.. On considére le complexe RI(]Ys[z, ; Q2° ®k,

sp_l(E’Y )) que 'on munit de la topologie induite par la topologie produit en chaque niveau
cosimplicial. On rend tout indépendant des choix en considérant la limite sur tous les choix
possibles : on définit le complexe dans Z(Cg,) :

RILig(Y/O%, ; E) = hocolimI(]Ya[z, ; Q° ®x, Sp_l(E‘Y)v
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ou la limite est sur la catégorie des hyper-recouvrements construite a partir des données décrites
ci-dessus. Posons

Hi;,(Y/OY%, ; E) = H'RL;y(Y/O%, ; E), V/0%,; E) = HRI(Y/O%, ; E).

Le complexe RFrig(Y/ Ok, ; E) est muni d’un endomorphisme de Frobenius ¢ défini par le pro-
duit d’un relevement de Frobenius sur Z; et de I’endomorphisme de Frobenius sur les restrictions
de E. Lorsque Y est log-lisse sur k" on a aussi un opérateur de monodromie N défini par la
connexion logarithmique et satisfaisant ppN = N¢. On renvoie a [15, Proposition 3.2] pour la
preuve du lemme suivant, qui est la méme qu’a coefficients constants.

rlg(

Proposition 4.8. — Soit Y un schéma semi-stable sur k muni d’une structure logarithmique
induite, E un systéme local Zariski en isocristauzx. Alors

1. §iY est quasi-compact, ng(Y/O%O ; E) est un Kg-espace vectoriel de dimension finie, muni
de l'unique topologie séparée et localement convere.

2. L’endomorphisme © sur Hrlg(Y/O?(O ; E) est un homéomorphisme.
On en déduit le lemme suivant, analogue & [15] Lemma 3.4] (cf. [33 Lemma 4.7] [34, Cor.
3.2]) :

Lemme 4.9. — Soit Y un espace Stein lisse ou un affinoide surconvergent lisse et soit E un
systéme local Zariski en isocristauz. Alors pour tout i > 0, Uapplication : Qy(Y) — QEHY)
est stricte, d’image fermée.

4.3.2. Cohomologie de Hyodo-Kato isotriviale. — Si FF = D est constant, on définit la coho-
mologie de Hyodo-Kato isotriviale

RIk(Xk; D) = RLig( Xy ; E).
De méme que précédemment, pour ¢ > 0 on note

HHK(Xk; D) = I5Q ‘RIvig(Xe; D), Hiyx(Xe; D) == HRLig( Xy ; D).

Proposition 4.10. — Si D est un isocristal alors on a un isomorphisme entre complexes de
p-modules

RIuk(Xy; D) = Ry (Xk) @k, D,
ot le membre de droite est muni du Frobenius produit. En particulier, pour tout entier i > 0 on
a un isomorphisme entre p-modules HﬁK(Xk : D) ~ Hi (Xk) ®k, D.

4.3.3. Isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial. — Soit X un schéma faiblement formel semi-
stable sur Og. Soient D un isocristal sur k et (£,V) = (Dg @k Ox,,d ® id) un fibré plat
fortement isotrivial olt D := D ®p, K. On a un morphisme de Hyodo-Kato isotrivial

LHK : RI‘HK(Xk ; D) — RI‘dR(XK ; 8).
En effet, on commence par considérer le morphisme de Hyodo-Kato classique
tik : RTgk (X%) — RIGr (X k).
On applique le produit tensoriel par D qui, comme D ®g, K = Dy, définit une application
RTuk (Xk) ®k, D = RI4r(XK) ®k Dr,

qui devient un quasi-isomorphisme strict lorsqu’on applique ® g, K. Comme les connexions sont
fortement isotriviales, cette application est un morphisme

LHK : RFHK(Xk; D) — RFdR(XK; 8)7
qui définit un quasi-isomorphisme strict
LHK : RFHK(Xka D) R, K = RFdR(XK; 8)
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5. Cohomologies syntomiques isotriviales

On définit la cohomologie syntomique (géométrique) surconvergente d’'un Qp-systeme local
fortement isotrivial V d’isocristal associé D et de fibré associé (£, V,Fil®). Supposons que les
pentes de D sont toutes négatives. On a une application ¢: ﬁ:t — Bl (cf. [15] 3.2.1] pour la
définition de E:t et de ¢) et on définit dans Z(Cq,) le complexe

RPdR(XK; 5)®KB )/Fllo

N=Op=1 , o
RFSyH(XC§ V) = |:|:RFHK(Xk, D) ®K0B ] = & (

LHK QL LHK QL

Rappelons que [~ —— —| := holim(— ——— — < 0) désigne la fibre dans Z(Cq,) de

R ~,1N=0,p=p'
I'application tgg ® ¢ et [RFHK(Xk; D) ®§0B;ﬂ

dérivé de N et ¢ i.e. la limite homotopique du diagramme

, pour ¢ € N désigne 'espace propre

~R =
RTyuk(Xg ; D)®5,BE £~ RTuk(Xy; D)@ B
[ [
RIk( X ; D)GinKOBJr i A RIuk( Xk ; D)@f}oﬁst
Posons pour tout entier i > 0

. R ~,1N=0,p=p'
HK(X¢, D,i) == [RFHK(Xk§ D)®K0Bs+t]

DR(X¢,&,1) = (RI‘dR(XK; 8)®KB )/Fll’
de sorte que
RFsyn(Xc, V(i )) [HK(X¢, D,i) — DR(X¢, &,1)].

Lorsque ¢ = 1, on omet simplement le ¢ pour alléger les notations et on note simplement
HK(X¢, D) .= HK(X¢, D, 1) et DR(X¢, &) .= DR(X¢, &, 1).

Exemple 5.1. — Supposons que X est Stein et géométriquement irréductible. Alors
~ 1,N=0 =1 .,
(HY(Xk; D)®k,BH) "™ = (D®g,BL)" = XL(D).

De méme, Dg = HgR(X K} 5) qui est muni de la filtration induite. Donc HO
noyau du morphisme naturel

(Xc; V) est le

syn!

X5 (D) = (Dx @k Bjg)/Fil’.

Si la filtration sur D est admissible, alors Hgyn(Xc ; V) est de dimension finie sur Q. Dans tous

les cas, Fil'(Dx ®k Blz) N Xs (D) est fermé dans XF (D) et donc HO (Xc; V) est classique.

syn

5.1. La partie Hyodo-Kato

Lemme 5.2. — Supposons que X est quasi-compact. On a pour i > 0 un isomorphisme naturel
~; ~ (1Ti ~ S\ N=0,p=
H'(HK(Xc, D)) 2 (Hik(Xk; D)®r,By)" 7"

entre espaces de Banach et Hi (HK(XC, D)) est classique.

Démonstration. — L’argument est le méme que celui de [15 Lemma 3.20] et s’appuie sur le
fait que HlHK(Xk ; D) est de dimension finie. On commence par montrer que la cohomologie du
complexe RFHK(Xk; D) ® KOBJ; est classique et isomorphe a HHK(Xk, D) ® KO]/?;;, qui est un
module libre de rang fini sur Bbt Pour ce faire, considérons le triangle exacte

HYu(Xx: D) B, Bl — RTux(Xy; D)@ g B — (1 RIuk(Xx; D)) &, BL.
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Mais comme H%K(Xk; D) est un Ky-espace vectoriel de dimension finie, on a un quasi-
isomorphisme strict

HYw(X0 s D) By B = i Xi s D)1, B
Puisque HO (T>1RFHK(X kS D)) = 0 on obtient
HYy(Xp : D) B, B = H(RTuk( Xy ; D) B, BE),
H (RTuk( Xy ; D)@y B) = 0 (721 RTu( Xy ; D)@, BE), i > 1.
Ainsi, par une récurrence immédiate, on conclut que pour tout entier ¢ > 0 on a
H (RTuk(Xx ; D)@ B) = Hing( Xy ; D)@k, B

Pour la suite de la preuve on utilise que si M est un (¢, N)-module fini effectif, alors on a les
suites exactes courtes suivantes

5.1) 0= M ®K, Bf = M ®k, B 5 M @k, B — 0,
0 — (M ®K, BL)P™ — M @k, B =5 M @k, B — 0.
La preuve est alors la méme que [15, Lemma 3.20] en posant HK := RFHK(Xk; D) @x\)ﬁ()ﬁ;; et
ou on montre, d’abord grace a la premiere suite exacte courte, que
ﬁ"([HK]N=°) = (Hin(Xe; D)&re,BE) "
puis en posant D = [HK]V=" on montre qu’on a une suite exacte courte

0 — HY([D]¥7P) — Hijx(Xy; D) ®x, B 25 Hiyk(Xy; D) @k, BE — 0,

ce qui permet de conclure grice a la deuxiéme suite exacte courte rappelée. O
Lemme 5.3. — Supposons que X est Stein et soit {Up}nen un recouvrement Stein de X.
Alors,

e la cohomologie de RI‘HK(Xk; D)@?;OEAB; est classique et on a pour tout 1 > 0
H' (ROuk(Xy s D)@, Byt) = Hy(Xr s D)@k, Byy = lim (Hyg(Un s D)@k, By),
n

e pour tous 1,7 = 0 la cohomologie Hi (HK(XC,D)) est classique et on a un isomorphisme
naturel
H! (HK (X, D)) = (Hip(Xe; D) B, B) V=097
En particulier, H' (HK(XC, D)) est un Fréchet. De plus,

}N=0 N=0 o,

i1 ([Reva(: D) B ) & (Hiu(Xe: D), BE) " iy Xi: D)3 B

Démonstration. — On commence par montrer qu’on a un quasi-isomorphisme strict naturel
~R 51 ~ : ~R 5
Rk (Xy ; D)® g, B =+ holim, (RTgk(Un,i ; D)@, B).
On calcule la cohomologie des deux cotés. Pour tout entier ¢ > 0, on a une application naturelle
Hi(Xs; D)@k, Bl — Hig(Xi; D), B,
qui est un quasi-isomorphisme strict et par le méme argument que le lemme précédent on en
déduit que
H (RTuk( Xy ; D)@, BE) 2 Higg(Xs s D) B, BY.
Comme précédemment, on obtient le triangle distingué
holim,, (Hux(Un.x ; D)@, B%) — holimy, (RTux(Un,i ; D)@, Bat) — holimy, ((751RTax(Uni ; D)) @1, B
On a
CTIRE ~R 34\ o1 ~ 5
H°holim, (Hi(Unk ; D)®,B%) = lim (Hpk(Xx ; D)@, Bg),

n

Hholim,, (Hyy(Un i ; D)@, BZ) 2 Hiholim, (Hyy(Usx ; D)@k, B) =0, i > 1
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La derniere annulation se déduit du critere de Mittag-Leffler dans la catégorie des espaces
vectoriels localement convexes. En effet, comme le systeme projectif {H%K(Un,k; D)} est de

Mittag-LefHer, il en est de méme de {H%K(Un,k; D)QAQ Ko B;} Le méme argument que celui de
la preuve du lemme précédent implique alors que pour tout entier ¢ > 0

B (holimy, (RTik(Uni ; D)@, B%)) 2 lim (Hig(Un i ; D)8, BY).

Pour conclure la preuve du quasi-isomorphisme strict naturel du début, il suffit de remarquer que
comme les H”(Unyk ; D) sont des Ky-espaces vectoriels de dimension finie, I’application naturelle

(lim Higyo(Un 3 D)@, B — lim (Hi(Un i s D) S, BE)

est un quasi-isomorphisme strict. Ceci démontre le premier point du lemme. Pour le second point
on reprend la preuve de [15, Lemme 3.28]. La preuve se fait comme dans le lemme précédent
et on obtient, en passant a la limite sur pour M = H}{K(Unk ; D), les suites exactes

0 — Higg(Xp ; D)@, Bz — Hig( X ; D) By, B 5 Higge( Xy ; D) B, B — 0,
0 — (Hiyx(Xk; D)®x,BE) 7" — Hi(Xx; D)®r, B =5 Hix(Xk; D)@k, BE — 0.
On a utilisé 'annulation de
H/holim,, (Hijk(Un k. ; D)&x,BE) et de B holim, (Hi(Un i ; D)@, Bé) ")

pour j > 1. L’annulation de la premiere cohomologie provient de ce que {H}{K(Unk, D)} est
un systeme projectif satisfaisant a la condition de Mittag-Leffler. La seconde annulation se
démontre en relevant le systeme projectif d’espaces de Banach {(HlHK(Un/r€7 D)QA@ KOBjr)@:p }
en un systeme projectif d’espaces de Banach-Colmez de dimensions (d;, h;) avec d;, h; > 0. Si on
fixe I'un des espaces de Banach-Colmez dans le systeme projectif, les images des autres termes
dans ce dernier forment une chaine de dimension décroissante. Mais comme tout sous-espace
de l'espace qu’on a fixé est de hauteur positive, ces espaces se stabilisent. On en déduit que
le systeme projectif satisfait a la condition de Mittag-Leffler donc est acyclique : on en déduit
I’annulation de la cohomologie. Ceci termine la démonstration du lemme. O

5.2. La partie de Rham

Si (Dg,Fil®) est un K-espace de Fréchet filtré dont les sauts de la filtration sont négatifs,
alors on a défini X;R(DK) = DK@)KBCTR. De plus, pour k € Z posons

Xin(Dk)k = Xz (D) /Fil* (Dk®KB) -
De plus, pour m € Z un entier posons
Xir (D)™ = Fil" (D @k Bg) ,
et si m < k on définit
XR(Dg)P" = X (D)™ /Fil* (Dk®KBJR) -

Par exemple pour k = 0,1, si Dg est de dimension finie et que I'on choisit une base ey, ..., e,
de Dk qui est compatible avec la filtration, on a

T T
10 ; 1 _ i+1
Fil’ (Dx @k Bly) = @Pt“Blei, Fil' (Dx @k Bly) = Pt 'Bizei,
1=0 1=0
ou 0 < a; < --- < a, sont des entiers positifs qui représentent les opposés des sauts de la

filtration, considérés avec multiplicité. On a alors

T T
X{n(Dk)o = @PBa;, Xjr(Dk)1 = @ Ba11.
i=0 i=0
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De méme, on obtient

T T

Xir(Dk)] = P BiR)/ ("' Bir) = P Clas).
=0 1=0

Une conséquence du lemme [£.4] est le lemme suivant :

Lemme 5.4. — Supposons que X est Stein et soit (€,V,Fil®) un fibré plat filtré fortement
isotrivial dont les sauts de la filtration sont < 0. Alors on a un quasi-isomorphisme strict

DR(X¢, €) = X I (E(XK))1 = X R (QU(XK))o — ...

5.2.1. Le cas des opers. — Supposons que X g soit une courbe Stein ou affinoide et que &€ soit
un oper de poids (a,b) avec a,b € N tels que b > a. L’intérét des opers est que 1'on peut calculer
la cohomologie de DR(X¢, £) qui apparait dans le diagramme fondamental.

Lemme 5.5. — On a une suite exacte
0 — Grp& (XK )@kt Byy1 — H'DR(X¢, &) — Hi(Xk 5 €)@k Ba — 0.
De plus
H'DR(Xc, &) = Hip(Xk ; £)®xBa.
Démonstration. — Rappelons que H? = HODR(XC, E ) est le noyau de la connexion
(E(Xx)BxBJR)/Fil' Y25 (O} (Xk) BBy /Fil’.

On commence par montrer que ce noyau est isomorphe au noyau de

GrpE (X5 )@ xBos1 —% GroQe(X )@k Ba.
D’apres le lemme on a des décompositions

E(XK)®rBlR = Gry&(Xk)BxBlz ® Fil "M@ kB g,

Qb (Xi)BxBg = Gras @B, © Eefe @By,

et par définition des opers, la différentielle induit un isomorphisme

Fil "M@k B, = S0 E kB,

De plus, d’apres la partie sur la filtration du lemme [2.11|on a

Grbg(XK)(gKB;{—R N Flll = Grbg(XK)®Ktb+1B3_R,

Gr & (XK )@k Bz NFil” = Gr & (X ) Bkt Blg,
et comme, par définition, V induit des isomorphismes Fil=¢/Fil=9"t =5 (Fil=9~1/Fil™9) RO(Xx)
O (X ) pour tout entier ¢ tel que a < ¢ < b— 1, on en déduit que d induit un isomorphisme

(FiI "1 @k BlR) NFil! & (ECREBY,) N Fill.

Ainsi, comme annoncé, on a bien

HO = Ker (Grbg(XK)@KBbJ'_l i Gran(XK)&X\)KBa).

En appliquant le lemme du serpent au diagramme
0—— GrbS(XK)®KtaBb+1 —_— Gl‘bg(XK)@KBbJrl —_— GrbS(XK)<§)KBa — 0

l |z |£v

0 s GroQe(Xg)® By == Gr Q¢ (Xx)®KBa
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on obtient la suite exacte
0 = Grpé (XK )@kt Bpr1 — H'DR(X ¢, €) — HiR(Xk ; £)@xBy — 0,

et I'isomorphisme

H'DR(X¢, €) = Hip(Xk ; €)@k Ba.

O
5.3. Le diagramme fondamental
La forme la plus générale du diagramme fondamental est la suivante :
Proposition 5.6. — Soit X un schéma faiblement formel affine ou Stein que l’on suppose

géométriquement irréductible et tel que Xy est lisse sur K. Soit V un Qp-systeme local fortement
isotrivial d’isocristal associé D et de fibré associé £ = (€,V,Fil®). Supposons que les poids de
Hodge-Tate de V sont tous positifs et notons a le plus petit poids de Hodge-Tate. On a une
application naturelle entre suites exactes strictes :

X&4(D) ———— H°DR(Xk,E) ——— Hyyu(Xeo; V(1)) ———— X (Hix( Xk 5 D))° — 0
| | | Js I
Dk ®x Bag1 —— g(XK)®KBa+1 Yo, (Qé(XK))VZOQA?KBa-H —_— HéR(XK; 5)®KBa+1 — 0
Dans ce diagramme,
H'DR(X g, €) = Ker (X z (E(XK))1 = Xz (% (XK))o),
0 ~ —p,N=0 ) ~
X (Hi(Xk; D))" = (Hix(Xe; D)@k, BH) ™" NFil° (Hig(Xk ; €)@k Bar)-
De plus,
_ —a—1 = =p~ % N=0_ 11 —a— P~
ker(y) = X" (Hik(Xx; D))" = (Hix(Xk; D)®x,BE) ™" ARl (Hig(Xk ; £)@xBar)-

Démonstration. — En suivant le début de la preuve de [15, Proposition 3.36], notons qu’on
peut remplacer Bjt par B; dans le diagramme, ce qui facilite les questions topologiques. Plus
précisément, D'inclusion naturelle ts;: B < B induit un diagramme commutatif dans Cq,

(Hfrge( X 5 D)@)KOB;?)SDZP’N:O Ly Hip(Xk; €)®@kBat

l1®bst H

(X D)8, BE) ™" M55 Hip(Xxc s €)8xBasa
Pour la ligne du dessous du diagramme, on a la suite exacte qui définit la cohomologie de de
Rham du fibré plat (£, V) auquel on applique -® g Bgt1,

0— DK®KBQ+1 — 5(XK>®KBa+1 m (Q};(XK»v:O@KB(H_l — H(liR(XK; 5)<§)KB&+1 — 0.

La suite reste exacte puisque on tensorise-compléte une suite exacte de Fréchet par un Banach.
L’application ~ est induite par la composée

mod tet1

RIux( Xy ; D)@k, Be 2525 RTyp(Xk 5 €)@ By RIuR(Xk ; €)@xBai1.

Notons que Fil'(RTar(Xk; €)®kBlr) C XK@kt Bl — QL Xg)®kt*Bly — ...
Ainsi, application § est induite par la composée
RIyu(Xc ; V(1)) = Fil'(RIun(Xx ; €)1 Bly) __mod ¢* T, (0= QL(XK)BxC(a) = ).

Ainsi, comme on a une application ﬁ;yn(XCS V(l)) — H'HK(X¢, D) et que H'HK (X, D) =
(Hyx(Xk; D) ® KOB:{)N:O’“DZP on obtient directement le carré commutatif

~ —~ N=0,p=

Hogn(Xos V(1)) —— (Hi(Xi; D)@r,BG) 7

lﬁ iLHK®L mod t@t1

QL (Xr)V'"@kBor1 —— HiR(Xk 5 €)®KBay1
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On a des morphismes entre triangles distingués

RIyn(Xc; V(1)) —— [RIuk(Xx; D)8, BP0 5% RIup(Xk ; €)@k By /Fil!

1 [ |

Fil' (RTur( Xk ; €)B3Bly) —— RIun(Xk ; €)@xBly —— RTup(Xk ; €)Bx Bl /Fil'

l mod ¢! l mod ¢! l

051RIur(Xk 5 €)®kBar1 ——— RIur(Xk; €)@k Bay1 ——————— E(XK)®kBat1
oll 0> désigne la troncation dite <« béte > en degré > 1. Il reste a analyser l'image de la
derniere fleche dans la suite exacte
XL(D) = H'DR(Xk, ) = Hiyn(Xe 3 V(1)) = (Hik(Xy ; D)®,B) "~ "7~ 152 HIDR(X ¢, £)).

Mais I'image de gk est contenue dans HéR(X K ) et donc l'image de la derniere fleche est
dans HdR(XK, 5) QK B /Fﬂ1 ~ HéR(XK)®KXdR(DK)0 puisqu’elle s’identifie &

X3 (Hax(Xx; D)(1)) = X (Hig(Xk ;s ).
Ainsi on obtient la suite exacte

X&(D) = H'DR(Xk, €) = Hlyy(Xe: V(1)) = XU (Hi(Xx; D))" = 0.

syn

Finalement, il reste & montrer que ker(y) = Xg®(Hp(Xx; D))_a_l. On énonce le lemme

suivant qui est une généralisation, obtenue par dévisage, du lemme [15, Lemma 3.30] :
Lemme 5.7. — Soit M un (p, N)-module fini sur Kq et soient a,b € N des entiers. Alors

) _p N=0 ta+ ( )@:pa+b+1,N:0

0— (M @k, BE M ®k, B — M @k, Bat1

est exacte. De plus, la derniere application est surjective si les pentes de M sont < b.
On déduit de ce lemme la suite exacte
— tatl ~
0 — X" (Higx(Xe; D)) — X (Hix(Xes D)) = Hip(Xk ; €)@ koBat1-
Ceci conclut la preuve de la proposition. O

Remarque 5.8. — Que peut-on dire de I'injectivité ou la surjectivité de la fleche X1.(D) —
HDR(Xg,E)? On se place sous les conditions de la proposition Supposons que
HY,.(Xk ; V(1)) = 0. On a la suite exacte

syn

0 — HY(Xk 3 V(1)) = X4 (D) = Xz (D)1,

syn

on en déduit que X (D) — X JR(DK)l est injective. Comme cette application ne peut pas étre
un isomorphisme, elle n’est pas surjective. Ceci montre que Hsyn(X K V(l)) = 0 si et seulement
si X4 (D) < X z(Dk)1. De plus, on peut montrer que Xg (D) — X i (Dk)1 si et seulement si
le noyau est de méme dimension sur @, que le rang de V.

L’application X (D) — X (Dxk)1 est surjective lorsque la filtration < ne bouge pas ». Un
exemple est si la filtration sur Dg ®x Ox, est induite par une filtration faiblement admissible
(par rapport au g-module D) sur Dg. Ceci correspond a des coefficients donnés par exemple
par une représentation galoisienne V' de dimension finie, auquel cas on a simplement

Hpet(XK V( )) H%)et(XK’ Qp(l)) ®Qp V

5.4. Le diagramme fondamental pour les opers

Proposition 5.9. — Soit X est un schéma faiblement formel Stein que l'on suppose
géométriquement irréductible et tel que Xk soit une courbe lisse sur K. Soit V un Qp,-oper
de poids (a,b) fortement isotrivial d’isocristal associé D et de fibré associé £ = (£,V,Fil®).
Supposons que a = 0. On a une application naturelle entre suites exactes strictes :
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t* X4 (Dla]) — Gr€(Xk)®xt*Bop1 —— Hin(Xe; V(1)) ——— t* X% (Hix(Xe ; D)[a]) —— 0

| | L Iy
Dk QK taBb+1 E— GrbS(XK)®KtaBb+1 i) Gran(XK)®Kt“Bb+1 e HéR(XK; 5)®KtaBb+1 — 0

Dans ce diagramme

X4 (Whi X s D)la]) = (Hhy(Xi s D) r, BE) =9
l1—a

X (Dla]) = (D ®K, BE)"™"

Ccr

Démonstration. — On reprend mutatis mutandis la preuve de la proposition [5.6] D’apres la
proposition [£.5] on a

}N=07<P=P e, (

RIgyn(Xc; V(1)) = HRFHK(Xk§ D)@)ﬁoﬁsﬁ RIop( Xk ; €)@k BlR)/Fil'| .

Comme précédemment, on peut remplacer B; par BJ. Dans le diagramme, la ligne du dessous
est donnée par le petit complexe de de Rham auquel on applique & KBpt1-

~ Ly ®id ~ ~
0= Dg®gBpr1 — GrbS(XK)®KBb+1 Sl AN Gran(XK)®KBb+1 — H(liR(XK ; 5)®KBb+1 — 0.
La suite reste exacte puisque on tensorise-compléte une suite exacte de Fréchet par un Banach.
L’application ~ est induite par la composée

mod tb+1

RIuk(Xx ; D)@k, B 252 RIoy(Xk ; €) BBl RTop(Xs ; €)@ Bpy1-

On a isoonrphisme de complexes Fil! (RFOp(XK : 5) ®KB§R) = GrbE(XK)@)KthB:{R —
Gro€(XK)® Kt““BjR. Ainsi, 'application § est induite par la composée

mod 11

RIyn(Xc ; V(1)) — Fil' (RTop( Xk ; £)BBly) (0 = GroQe (X5 )@xt* ' Byy1 — 0).

Ainsi, comme dans la preuve de la proposition en utilisant que I'image de H! (Xc ; V(l))

syn!
dans X} (HIIJK(Xk; D)) est X1 (Hll{K(Xk; D)) comme on l’a démontré, on obtient le carré

commutatif

HLW(Xos V(1)) —— XL (Hi(Xg s D))°

lﬂ lLHK(@L mod tbt1
Gran(XK)@)KtaB(H_l —_— HéR(XK; g)@KtaBb_H

On a des morphismes entre triangles distingués

RIyyn(Xc; V(1)) ————— [RIuk(Xk; D)@KOB;}“;’”N =0 tHn®¢ RIop( Xk ; €)@k BiR /Fil'

l o |

Fil'(RTop( Xk ; €)BBly) —— Rlop(Xk ; )@xBly — Rlop(Xk ; €)@k Bl /Fil!

| a0 [ a0 |

051RTop(X K ; )@ rBop1 ——— RIop(Xk; €)@k Byy1 —————— Grpé(Xg)@rBot1
Il reste a rectifier la premiere fleche horizontale en haut du diagramme fondamental. Notons
que
X(D) = (Dlal 0x, BE) ",
et donc en comparant la suite exacte du lemme et celle du lemme [5.5/on obtient le diagramme
commutatif suivant :
0 ——— t"X;(Dla]) ———— X4{(D) —————— Dgk @k Ba ———— 0

| H

0 — Grpé(Xk )Rkt Bpyy — HDR(Xk,E) — HIR(Xk; ) ®x Ba —— 0
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Ainsi, la premiere fleche verticale ci-dessus donne la premiére fleche horizontale du diagramme
fondamental. Ceci finit la preuve du diagramme pour les opers. ]
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6. Théorémes de comparaison

Le but de cette section est de démontrer le théoreme de comparaison syntomique-proétale.
L’énoncé est le suivant :

Théoréme 6.1. — Soit X un schéma faiblement formel, Stein et semi-stable sur O . Soit V
un Qp-systeme local isotrivial et i > 0 un entier. Supposons que les poids de Hodge-Tate de V
soient tous positifs, alors il existe, dans 9(Cg,), un morphisme

Ay (4) Rrsyn(XC; V(Z)) — Rrpét(XC; V(Z)),

qui est un quasi-isomorphisme strict aprés troncation par 7<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques

H,(Xo; V(i) = B (Xos V(i)

pour tout entier j tel que 0 < j < i.

Remarque 6.2. — Notons que dans le théoréme [6.1] si a > 0 est le poids de Hodge-Tate
minimal de V, alors on peut remplacer la troncation par 7<;t4-

6.1. Premiers cas

A titre d’exemple, on commence par utiliser des théorémes de comparaison connus pour en
déduire le théoreme dans certains cas.

6.1.1. Le cas a coefficients triviauz. — Commengons par montrer le théoreme dans le cas ou
V = V pour V une représentation cristalline de %p,. Notons que si V' est une puissance du
caractére cyclotomique, alors le théoréme est 'un des théorémes principaux de [15]. Dans ce
cas on a un quasi-isomorphisme évident

RIei(Xe s Qp(i)) ®g, V = RIpa(Xe s V(i)
Il suffit donc de montrer
RFSyn(XC ; Qp(z)) ®Qp = Rrsyn(XC ) K(Z)),
ce qui se fait en deux étapes. Comme V est cristalline a poids de Hodge-Tate positifs on a
V ®q, Bst = D ®K, Bst, 'V ®q, Bar = Dk @k Bar-
Pour la partie Hyodo-Kato on obtient un quasi-isomorphisme
~R _ i ~ ~R — —pt
[RFHK(Xk>®KOB:HN_O’(’D_p ®Qp V == [RFHK(XIC)@)KOBg—t ®Qp V]N 0:p=p
et pour la partie de Rham
~R o ~R -1
(RTur (X k)@ xBlR) /Fil' ®g, V = (RTur (X k)@ Big ®g, V) /Fil".

Or, comme les poids de V' sont positifs, dans Z(Cq,) on a des quasi-isomorphismes entre les
cones

[(V@g, BE*™ — (Di @ Bfg)/Fil'| 2 [(V ©g, Ba)?™ — (V &g, Bar) /Fil']
et entre les cones

(D ©x, BE* = (V 0k Bl /Fill] = [(D 01, Ba)*™' = (D @xc Baw) /Fil].
Ce qui fournit finalement un quasi-isomorphisme

RFsyn(XC; Qp(l)) ®Qp = RFpét(XC; K(Z))
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6.1.2. Le cas propre. — Le cas propre et semi-stable est le plus simple puisqu’on a des
théorémes de comparaison directs. Dans ce cas, par les théoremes de comparaison de [44] on a
des isomorphismes

RIpe( Xk ; Vig) = RTur(Xk 5 €) @k By,
RIpee Xic; D ®@ B ) = RIuk(Xx; D) ®x, B
Le premier isomorphisme donne
RIur(Xk ; XIz (€, V,Fil*)/Fil') = (RTur(Xk ; €) @k Blg)/Fil',
et le second isomorphisme permet d’obtenir
R Xk ; X5(D(1))) = [RTux(Xx; D) ©x, BH]Y 97"
De plus, si on applique R,Fpét(X K ) a la suite exacte
0 — V(1) = XL(D(1)) = X} (€, V, Fil*) /Fil' — 0,
on obtient le triangle distingué
RIe( Xk 5 V(1)) = RIpa( Xk 5 XE(D(1))) = REe Xk 5 (X3R(E, V, Fil*) /Fil')).
Ceci identifie R,Fpét(X K V(l)) a la fibre de 'application
RIpe( Xk ; XGH(D(1))) = RIpa( Xk 3 (XIR(E, V, Fil')/Fill)).
Or cette application s’identifie a
[RTii( X5 5 D) @ BN 097 SS9 (RTyp(X g ; €) @k Bl ) /Fill,
dont la fibre est la cohomologie syntomique RFsyn(Xc ; V(l)). Ceci donne le quasi-isomorphisme

dont on démontre facilement qu’il est strict.

6.2. Derniers cas

6.2.1. Le cas quasi-compact. — On suppose que X est quasi-compact et semi-stable. Pour
démontrer le théoréeme de comparaison on commence par procéder comme dans le cas propre,
ce qui donne un triangle exact

RLe(Xc 5 V) = REpee( Xk 5 Xer(D)) — REpa( X5 Xar(€, V, Fil®) /Fil°).

Le terme du milieu s’écrit

RIpa(Xo s Xer(D)) 2 [RTpet( X 5 Ber) @10 D7,

et le terme de droite est la cofibre de I’application naturelle
Rrpét(XK ) VIR) - Rrpét(XC ) VdR)v
ou V:R =V ®q, B(J{R. La preuve se passe comme dans le cas propre mais elle est un peu plus

subtile. On reformule légeérement [4, Theorem 6.5] et [5, Theorem 4.1] tout en les traduisant en
des énoncés topologiques plutot que condensés.

Proposition 6.3. — Soit X un schéma faiblement formel affine et semi-stable sur O tel que
Xk est lisse. Soit V un systéme local fortement isotrivial de p-module associé D. Alors

e [l existe un quasi-isomorphisme strict

(RTur(Xx ; €)@ Bar)

RFpét(XC ) VdR/V(—jl_R) = Fllo

e [l existe un quasi-isomorphisme strict

N =1,N=0
RTpa(Xc ' Xer(D)) = [RPui(Xi: D) &g, B |
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Démonstration. — On commence par le premier point. D’apres le théoreme [4, Theorem 6.5],
en considérant les points des complexes solides on a un quasi-isomorphisme

~ ~R
RIpe(Xc's Var) = (RLgr(Xk 5 €)@kBar),
compatible avec la filtration, ce qui signifie en particulier qu’on a un quasi-isomorphisme
. ~R
RI,a(Xc; Vig) 2 Fil®(RTar(Xk 5 €)@k Bar)-

Justifions que ces quasi-isomorphismes sont stricts. Comme X g est un affinoide surconvergent
sa cohomologie de de Rham est de dimension finie et le terme de droite le quasi-isomorphisme
est représentable par un complexe parfait de B:{R—modules : il a donc une topologie séparée
localement convexe canonique, ce qui permet de justifier que le quasi-isomorphisme est strict.
Pour le second isomorphisme le raisonnement est le méme. Ainsi, du triangle distingué

RIpe(Xe; VIg) = RIpa(Xeo; Var) = RIpa( Xo 5 Var/ViR)
on déduit un quasi-isomorphisme strict

(RFdR(XK ) 5) @% BdR)
Fil® ’

Rl Xc 3 Var/Vig) &

ce qui démontre le premier point. Pour le second point, on utilise [5, Theorem 4.1 | (voir aussi
[6l, Proposition 3.11]) qui, aprés avoir inversé ¢ pour se débarrasser du foncteur de décalage et
apres avoir pris les points des complexes solides, donne un quasi-isomorphisme

RTpe(Xc 5 B[1/1]) 2 (Rl (X5) 8, Bar)

)

(cf. [5] Definition 2.23] pour la définition de B). On utilise ensuite la suite exacte de faisceaux
proétales (cf. [5, Corollary 2.26])

0 — (Be)?=L — B[1/t] £=5 B[1/4] — 0.
Soit V' une représentation cristalline de ¥ telle que D¢ (V) = D, en tensorisant la suite ci-
dessus par V' on obtient
0 — Xer(D) — B[1/t] @ D £=5 B[1/t] @k, D — 0,
Ainsi on obtient un triangle distingué
RIpe(Xc 3 Xer(D)) = RIpa( Xc s B[1/t] @k, D) — RIpe(Xc ; B[1/t] ®k, D)

ce qui permet de conclure qu’on a un quasi-isomorphisme entre les fibres

REpa(Xc's Xer(D)) 2 [RPuk(Xp; D) @, Bo]™ 7.

Justifions que ce quasi-isomorphisme est strict. Comme la cohomologie de Hyodo-Kato d’un
affinoide surconvergent est de dimension finie, le terme de droite se représente canoniquement
comme une limite inductive d’espaces de Banach. Ceci munit le membre de droite d’une topologie
localement convexe séparée canonique et comme le terme de gauche s’exprime suivant la méme
limite inductive elle est munie de la méme topologie canonique : on en déduit que le quasi-
isomorphisme est strict. O

La preuve du théoreme dans le cas quasi-compact s’en déduit.

6.2.2. Cas Stein. — On démontre maintenant le cas Stein. On choisit un recouvrement Stein
de X, {U, }nen tel que U, est quasi-compact pour tout n € N et X = hﬂn U,. On a alors

RIgyn(Xc; V(1)) = @Rrsyn(Un,C; V(1)) et RTpee( X5 V(1)) = @Rrpét(Un,C ; V(1)).
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Or RFSyn(Un,C; V(l)) &~ RFpét(Umo; V(l)) ce qui permet de conclure sur 'isomorphisme. Il
reste a montrer que l'isomorphisme est strict. Les applications naturelles

lim REup(Un 1 3 €)@ 5By — lim RTan(Un 1 5 €)Ex By,

. ~R . ~
@RFHK(Un,k ; D)®y, B — @RFHK(UH,,C ; D)®k, B,
n

n

sont des quasi-isomorphismes stricts et leurs cohomologies sont classiques. Ensuite, les
calculs de DR(X¢,&) et HK(X¢, D) dans le cas Stein assurent que RIyy(Xc; V(1)) =
@n RFSyn(UmC ; V(l)) est un quasi-isomorphisme strict. Or, on sait que le quasi-isomorphisme
RFSyn(Unyc; V(l)) = RFpét(Umc; V(l)) est strict par le paragraphe précédent. Finalement,
on en déduit que RFpét(XC; V(l)) est un complexe dont les groupes de cohomologie sont des
Fréchet et que le quasi-isomorphisme avec @n RFpét(Umc; V(l)) est strict, donc finalement
RIgyn(Xc 5 V(1)) = RIpe(Xe; V(1)) est un quasi-isomorphisme strict.

6.3. Exemples. —

6.3.1. La droite affine

On munit la droite affine X¢o = Alo de sa structure naturelle d’espace semi-stable que 1’on
retrouve dans [15, Proposition 4.17]. Comme dans [15, Proposition 4.17], on calcule la coho-
mologie proétale isotriviale de la droite affine :

Proposition 6.4. — Soit V un Qp-oper fortement isotrivial sur A}( de poids (a,b), soient D
lisocristal associé et € le fibré plat filtré associé. On a une suite eracte Yx -équivariante entre
espaces de Fréchet

X4 (Dla]) = Gry€(Xg )@kt By = Hig (Ap, V(1)) — 0.
Démonstration. — Premierement, la cohomologie de de Rham de la droite affine est nulle, i.e.
Hlz(AL) = 0 et donc la cohomologie de de Rham isotrivial de la droite affine est nulle, i.e.
H(llR(Alc; 5) = H}iR(Aé) ®K Dk = 0. Puis, de 'isomorphisme de Hyodo-Kato on déduit que
HIEK(A%:; & ) = 0. On en déduit que le terme en haut a droite dans le diagramme fondamental
est nul donc la cohomologie proétale isotriviale est isomorphe au terme de gauche, d’ou le
résultat. O

Remarque 6.5. — Le calcul précédent donne le méme résultat pour I'espace de Lubin-Tate,
muni de son systeme local universel. 1l serait intéressant de comprendre les représentations de G
qui apparaissent alors naturellement dans cette cohomologie isotriviale.

6.3.2. Le groupe multiplicatif
De méme, pour le groupe multiplicatif on obtient le résultat suivant :
Proposition 6.6. — Soit V un Qp-oper fortement isotriviale sur Gy g de poids (a,b) et

soient D le w-module associé et € le fibré plat filtré associé. On a un diagramme commuta-
tif d’espaces de Fréchet Yy -équivariant a lignes eractes

t*XL(Dla]) —— Grp€(Xg)®Dxt*Bpy1 —— Hl(Gm,c; V(1)) —— t*XL(D[a]) —— 0

| | ! |

DK K Bb+1 E— Grbg(XK)®KtaBb+1 i) Gran®Kt“Bb+1 E— DK®KBb+1 — 0

Démonstration. — On renvoie a [15, 4.3.2] pour la construction d’un modele formel du
tore Gmoy- Or, Hix(Gui) = (2)Ky ot on note ci®(z) le symbole de Hyodo-Kato
correspondant & la classe de Chern de dz/z. Ce symbole vérifie ¢(ci™(2)) = pcl(2) et
N(ci™(z)) = 0 dont on déduit que Hij(Gmi; D) = D ®k, ¥ (2) Ko et

(MG s D)8k, BE) " "7 =2 (DB, BE) ™97 = (Dek, BE) .



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 51

La derniere fleche est ¥x-équivariante puisque N est trivial sur D. Pour la partie de de Rham
on sait que le symbole ¥ est compatible au symbole cf® et Hig (G i) = ¢ (2) K 2 K, d’olt
le résultat. O
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PARTIE II. COHOMOLOGIE ISOTRIVIALE DE LA TOUR DE DRINFELD

7. Le demi-plan p-adique et sa tour de revétements

7.1. Le demi-plan p-adique
On rappelle que le demi-plan p-adique est 'espace rigide analytique, ouvert admissible de Rl@pv
défini par
ol 1
Qpryg, =Pg, \ P (Qp).
On note Qp, ¢ = QDT’QP ®q, C l'extension des scalaires a C. L’application 7: Qp, ¢ — IP%

est un plongement ouvert admissible et réalise le demi-plan comme un espace Stein. En effet,
notons
Qprp = IP’}QP \ U B(z,n),
z€PY(Z,/p"T)

ou B(z,n) est la boule ouverte centrée en x et de rayon p~ ", i.e. si & = ag + --- + app" a
pour réduction z € Z/p"Z, les C-points sont B(z,n)(C) = {z € C | v,(Z — 2) > n} et si
% a pour réduction =t € (Z/p"Z) alors B(z,n)(C) = {z € C | v,(Z71 —27!) > n}. On a
alors Qpy g, = hénn Qprn- Ainsi, les espaces des sections globales O(Qpy g,) = l&nn O(Qpr,yn) et
QY (Qpr,q,) sont des espaces de Fréchet. On note z € O(€py,g,) la coordonnée naturelle de ]P’(l@p.
L’action naturelle de GLy(Q,) sur P(bp est donnée sur z par

_dz—b

a—cz

g= (Z 2) € GL2(Qy), g-2

Cette action se restreint en une action sur Qp; ¢ et munit O(Qp, ) d’une action linéaire de
GL2(Qp). Soient k,m € Z des entiers. On définit le faisceau O{k, m} comme le fibré vectoriel
GL2(Qp)-équivariant sur p, q,, dont les sections globales sont données par O({2p,,g,) muni de
laction

f € O{kvm}(QDr,@p)v (g K f)(Z) = j(zag>_k det(g)mf(g ' Z),

ol j est le facteur automorphe donné pour g = (CCL Z) par j(z,9) = a — cz.

7.2. L’espace de Drinfeld

Soit D l'algebre des quaternions sur @, i.e. 'unique corps gauche tel que invg,D = % Cette
algebre est munie d’une application norme réduite nrd: D — Q, et trace réduite trd: D — Q,
telles que trd est une forme linéaire et nrd définit un morphisme de groupes multiplicatifs
nrd: D* — Q; . De plus, D est munie d’une involution, que 1’on note ¢ € D — ¢, ce qui permet
d’expliciter la norme réduite nrd(q) = ¢ - ¢ et la trace réduite trd(q) = ¢ + ¢g. On peut alors
expliciter le polynome caractéristique d’un élément g € D par x,(t) = t? — trd(q)t + nrd(q) =
(t—q)-(t—7).

7.2.1. Op-modules formels spéciauz. — On note Op C D lordre maximal, défini par
Op = {q € D | vp(nrd(q)) > 0}.

De méme, I'idéal maximal mp C Op est défini par I'inégalité stricte v,(nrd(q)) > 0. On fixe
wp € mp tel que w% = p. Si on choisit un plongement Q2 — D, ot Q,2/Q, est 'unique
extension quadratique non ramifiée, on a D = Q2[wp] et Op = Zy2[wp]. Soit S un schéma
formel sur Spf(Z,). Un Op-module p-divisible sur S est un groupe p-divisible formel G sur S
muni d’une action de Op, i.e. muni d’un morphisme ¢: Op — Endg(G). En particulier, Lie(G)
est un Z,2 ®z, Os-module et on dit que G est un Op-module formel spécial si Lie(G) est un

Zy2 @z, Os-module localement libre de rang 1. Rappelons le lemme classique suivant (cf. [41],
E

Lemme 7.1. — Sur Jl‘_’p, a isogénie pres, il existe un unique Op-module formel spécial.
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Ce lemme ce démontre en caractérisant les modules de Dieudonné associés au Op-module
formel spéciaux puis en montrant qu’ils sont tous isogene. On explicite maintenant un de ces
modules de Dieudonné. Posons le Z,-module

Mt = Op ®z, Zp, muni de V =wp ® 071

Ces données définissent un groupe p—d1V151ble qui est naturellement un Op-module formel spécial,
que 'on note G. L’isocristal associé est M =D ®Q, Qp, muni du Frobenius relatif F = wp ® Op.
La preuve du lemme . 1| fait intervenir un opérateur qui s’explicite sur M comme U = V-l
donc U = id ® 0},. Alors, M muni de U est un isocristal unité et MU=id = D De plus, on a une
décomposition de M, suivant les deux plongements Qp-linéaires g, t1: Q,2 — Q,, donnée par

M = M, & My,
telle que la restriction de wp aux composantes induit @wp: MO — M1 et wp1: 1\7[0 — M1 et
wp = wp, + @p,1- On en déduit une décomposition U = Uy 4 Uy ou Uy stabilise Mg et Uy
stabilise Mj. De cette maniere, on définit les isocristaux unités (Mo, Ug) et (M;,U;) dont la

somme est 'isocristal (1\7[, U). En particulier, notons que l\v/Ig(’:id est un Q)-espace vectoriel de
dimension 2 qui munit My d’une structure Q,-rationnelle. On a le lemme suivant :

Lemme 7.2. — 1. On a une bijection naturelle entre les automorphismes Op-invariants de
Visocristal (M, F) et les automorphismes de l'isocristal (Mg, Ug). En d’autres termes, les
automorphismes Op-invariants de lisocristal (M, F) s’identifient au groupe G = GL2(Q)).

2. On a une bijection naturelle entre les filtrations Op-invariantes admissibles de l’isocristal
(M, F) et les filtrations admissibles de l’isocristal (Mg, Up).

D’apres le second point, un calcul de la condition d’admissibilité permet de montrer le corol-
laire suivant :

Corollaire 7.3. — On a une bijection naturelle entre filtrations Op-invariantes admissibles
de Uisocristal (M, F) et les droites de My qui ne sont pas Qp-rationnelles.

De maniere équivalente, on peut reformuler le corollaire en identifiant les filtrations décrites
comme les @p—droites de £ C My telles que l'application naturelle l\v/Iéj(’:id — 1\7[0/5 soit
injective. Ces filtrations correspondent a des Op-modules formels spéciaux sur Zp par la théorie
de Grothendieck-Messing et en utilisant le réseau précédemment défini dans M.

D’autres part, rappelons qu’a isomorphisme pres il existe un unique groupe formel de hau-
teur 2 et de dimension 1 sur Fp et que, si on le note H, on a en tant que groupe p-divisible
G =2 H x H. Ceci nous donne directement le lemme suivant :

Lemme 7.4. — On a

o _ 2 *
(Mo, BE)™ = (B2)7 s, (Symb, )"

Remarque 7.5. — Dans ce lemme apparait que la décomposition G = H x H est compatible
a I’action de GL2(Q)) sur I'isocristal associé. Plus précisément, cette décomposition fournit une
action de GLy(Q,) sur lisocristal M mais on a aussi muni M d’une action de GLy(Q,) & 'aide
de I’endomorphisme U comme au lemme Explicitons ceci, qui est aussi contenu dans le
lemme . Le module de Dieudonné de H est Op ®sz Zp muni du Frobenius F = wp ® o).
Remarquons que ce Frobenius est bien Z,2-linéaire et donc est bien défini. Maintenant, le module
de Dieudonné de G s’écrit

Op ®z, Zp =0Op ®Zp2 (Z 2 ®Zp ») = Op ®z )2 (Z x 7. ») = Op ®Zp2 Zp x Op ®Zp2 Zp

C’est un isomorphisme de modules de Dieudonné ce qui donne la décomposition G = H x H
et montre qu’elle est compatible a 'action de GL2(Z,) et I'action de Op comme annoncé.
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De plus, on note M, = Sym@p D ®q, @p vu comme un isocristal, i.e. muni du Frobenius
induit par F = wp ® 0p. Décrivons maintenant les Op-modules formels spéciaux en termes de
théorie de Hodge p-adique qui explicite 'action de D sur la factorisation du corollaire précédent.
Pour cela on rappelle [27, Théoréme 8.1.5] sous la forme d’un lemme :

Lemme 7.6. — L’espace (B;@)“ﬁ:p ® (B;r)@Q:p est un D-espace vectoriel défini par
@p - (w0, 21) = (¢(T0), p(21)),

2__
et pour a € Qp = (Bf)” =1 a- (x0,21) = (axo,axy). Soient Ao, \1 € C linéairement
indépendants sur Q,. Le morphisme

(B(—;)<P2:P @ (B(j;)eoQ:p S C2,

donné par (zo,x1) +—  (Mob(z0) + MO(z1), Nb(p(20)) + MO(@(21))) est surjectif et de
noyau 'V, un D-sous-espace vectoriel de dimension 1. De plus, Uapplication (xg,x1) +>
(l’o,l’l,@(iﬂo),@(iﬂl)),

2 2
Vg, By~ (B4) @ (55)",
est injective et son conoyau est tué par t2.

7.2.2. L’espace de Drinfeld. — Rappelons qu’on note Zp = W(Fp), I’anneau des entiers du
complété de I'extension maximale non-ramifiée de Q. Soit Nilpzp la catégorie des Zp—algébres
telles que p est Zariski-localement nilpotente. Soit G le Op-module formel spécial sur F,, définit
par M*. Pour R un objet de Nilpzp, notons R := R/pR. On définit un foncteur

X un Op-module formel spécial sur R
R— (X, p) | :

p: G ®F, R --» X ®g R une quasi-isogénie Op-linéaire

Ce foncteur est représentable par un schéma formel p-adique sur Zp que l'on note .#p,. D’apres
le lemme AMp, est muni d’une action naturelle de G. Cette action est donnée pour g € G
sur les R-points par (X,p) — (X,p o g) On peut décomposer .#p, suivant la hauteur de la
quasi-isogénie

My = | | Api]20)

nez

ou les composantes sont isomorphes et définies sur Zp. L’action de G sur les composantes
connexes est donnée pour g € G par n — n — vp(det(g)). On a une donnée de descente a
Zyp qui est définie par la multiplication par p: #p.[2n] — #p:[2n + 4]. Le quotient est noté
Pt = Mp/p” qui admet un modele sur Zy. On note MODr la fibre générique de .#p,[0]
et MODr la fibre générique de .#p;. On note MODnC =M ®C et MODLC = MODr ® C leur
extension des scalaires a C. Notons que MODr =\ ez MOD]r ce qui permet d’exprimer le quotient
P MOD = MODr /p” & partir de deux copies de MODr. De plus, ? M%r admet un modele sur Q, que
I’on note pMODr’Qp.

Décrivons le morphisme des périodes. D’apres le lemme la filtration est entierement
décrite par la filtration induite sur M. Fixons un isomorphisme QZ = l\v/Iéjozid. Alors, pour T €
MODr,C(C, O¢) un point géométrique, qui correspond & un couple (X, p) € #p,(O¢), la filtration
de Hodge de X et la trivialisation du module de Dieudonné par p donnent un morphisme

C? 2 M(X)p ®o, C — Lie(X)o @0, C = C.

Ceci définit le morphisme des périodes 7: MOD]r c— IP’lc qui est un plongement d’image I'ouvert

admissible {dp;c C IP%. En d’autres termes, le lemme fournit une description de 'image de
ce morphisme.
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7.2.3. La famille universelle. — L’espace .#p, est muni d’une famille universelle Gp, — #p;
qui est un Op-module formel spécial sur .#p,. Le module de Tate de ce groupe p-divisible
universel définit sur MY un Z,-systéme local étale noté Vi, = Tp(Gny) (cf. [3.2). Il définit un

Qp-systeme local étale, noté V,(Gp,) qui est isotrivial de ¢-module associé et de poids de
Hodge-Tate 0 et 1, chacun de multiplicité 2. On note Vp, = V,,(gDr), dont le p-module associé
est M. On définit
Vork = Sym@p Vor, SymVp, = @VDL]C.
k>0
Alors Vp, 1, est un Q,-systéme local isotrivial d’isocristal associé ﬁk = Sym@p D(k) ®z, Qp. On
a bien Dy, = 1\7Ik(k:) Pour k = 1 notons simplement D = D;.



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 57

7.3. La tour de revétements. —

7.3.1. Définition. — Notons que la famille universelle définit un revétement étale Go[wp] —
MODr ¢+ Ce revétement est étale puisque toute algebre de Hopf de rang finie en caractéristique 0
est étale. On définit le n-ieme étage de la tour de Drinfeld par

MpP, ¢ = Gelwp] \ Gelop ] — MDr c-

En terme de probleme de modules, on pose V]SLr ‘= Op. L’espace M%r’c classifie alors les iso-

morphismes Ofj-équivariants entre Vi /@l et VI /o, D’apres [45], il existe un espace per-

fectoide Mp, ¢ tel que My, o ~ gnn Mp, ¢ et 1\7[%‘170 tel que MODic ~ @n l\v/[%nc. Le revétement
Dr.c MDY’C a pour groupe de Galois Ofj/1 + w3Op et on obtient un diagramme

Dr ,C MDr ,C

l LN

< 1
Dr ,C MDr ,C ]P

Le Qp-systeme local étale isotrivial Vp,j se définit sur Mp ~ de la méme maniere que
précédemment. Sur MODOY,C le systeme local Vp, devient trivial et donc Vprx devient trivial
aussi.

On a défini ? MO Dr,Q, €t de méme, le quotient du n-ieme étage de la tour par p? admet un
modele sur Q, que 'on note M, Qp Pour simplifier les notations, on note Op, = O(PMp, Qp)
qui est une Q,-représentation de G x G telle que les deux centres agissent identiquement. De
méme que pour le demi-plan, on définit pour & > 0 un entier et m € Z la représentation

n {k,m}, qui en tant que Q,[G]-module est OF , mais ou I'action de G est donnée pour
f E Op, par

g= (5 1) € CLaQ). (gm N = ilesg) ™ detlg)" g 2),

oli on rappelle que w: "M, o — Qprg, est la projection naturelle et j(2,9) = (a—cm(2)) € OY,
est le facteur d’automorphie. L’action considérée a un sens puisque Of, est naturellement un
O%r module.

7.3.2. Composantes connexes. — Décrivons les composantes connexes de M]ODOI‘C' Rappelons
(cf. [48, Theorem 4.4]) qu’on a une application My, » — Z,;, donnant les composantes connexes
de la tour, qui est construite a partir des projections Mpy ~ — Wo(M%r7c) et du choix d’un
générateur de Z,(1), donnant une application

MP, ¢ — Isom(Zy, Zy(1)) = Z,; .

Ainsi, on en déduit un isomorphisme (MODiC) = Q, - L’action de G sur 1\U/I°D°ryc induit sur Q)
I’action de la norme réduite et ’action de G induit sur Q; I’action de I'inverse du déterminant.
De plus, I'action de #g, sur l\v/I%i’C est donnée par le corps de classe : rec: #g, — 7/&3 = Q)
on rappelle que 'on a normalisé rec pour que 'image du Frobenius arithmétique soit p. Posons
G = G x G x #g,. Comme dans l'introduction on a un morphisme v: G — Q,, donné par

(9,9,0) — det(g)f1 ® nrd(g) ® rec(o).

Alors, G opere sur l\v/IC’DOr ¢ et I'action sur les composantes connexes est donnée par v. De plus,
on introduit les groupes
G =v"4Z,), G°:=kerv.

Alors GT stabilise M v et G° stabilise les composantes connexes. On notera M r.c une des
composantes connexes que 1’on choisit une bonne fois pour toute.
Le lemme suivant résume ces observations, déduit de [48], Theorem 4.4] :
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Lemme 7.7. — Soit L/Q, une extension finie. En tant que représentation de G,
HE (MR, o5 L(1)) = Indgs H(MB, ¢ 5 L(1)),
ot linduction est continue. De plus,
HY(MB o L(1) = @ (xov)
X: Z;f —L

ot la somme directe porte sur tous les caracteres lisses de Z; a valeurs dans L.

Notons que comme G/G* 2 p” via v, 'induction Indg+ HY,( VIS ¢ L(1)) s’identifie aux fonc-
tions sur Z a valeurs dans Hgt(l\v/[]%ﬁn,c ; L(l)). Ce lemme nous permet de décomposer les groupes

de cohomologie étale suivant les caracteres qui apparaissent dans le H(é)t = Hgt( v D L(l)),
comme on le fera a la proposition [9.3
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8. Représentations de G et G

Rappelons qu’'on note G = GL2(Qp) et G = D*. De méme, on note GT = GL2(Z)) et
GT = Of. Dans cette partie, on résume quelques propriétés des représentations de G et G' que
I’on utilise dans la suite.

8.1. Représentations algébriques. — Rappelons que pour H un groupe p-adique et V une
L-représentation de H, un vecteur v € V est dit algébrique si 'application orbitale h +— h-v est
une fonction algébrique sur H. Rappelons que si H = G alors ¢: G — L est algébrique si pour
tout élément g € G, ¢(g) est un polynome en les coefficients de g et det(g)_1 ; la définition est
similaire pour G. Si tous les éléments de V sont algébriques alors on dit que la représentation
est une représentation algébrique. Si, comme dans les cas qui nous intéressent, H est I’ensemble
des Q,-points d’un groupe algébrique, les représentations algébriques proviennent directement
des représentations algébriques du groupe algébrique. Dans ce qui suit, on va préciser ce fait.

8.1.1. Représentations algébriques irréductibles de G. — Pour k > 1 un entier, K/Q, une
extension finie de @5, on notera simplement Sym’}( = Sym’}( K?. Soit a,b € Z tels que a < b.
On définit une Q,-représentation de G

Wy = Symg "' @g,det”.

C’est une Q,-représentation irréductible et algébrique de G et toute représentation algébrique
irréductible de G est de cette forme. De plus, toute représentation algébrique de G de dimension
finie se décompose en somme directe de représentations algébriques irréductibles. Rappelons que
Sym}@p = Qpef @ Qpe] et pour g € G on a

9= (Z Z) g-eq=aey+cej, g-ej = bey+ de.

De plus, la représentation det peut se définir comme /\2 Sym! = Qpei ANQpe]. Ainsi, une base de
W, est donnée par {(eg)"(e7)?(ef A e])™*}irj=b—a—1. On note W, le dual de W, qui a pour

base {(eo)’(e1)* *(eg A e1) " }o<ick €t qui est construit & partir de (Symbp) = Qpeo ® Qper.
Pour g € G on a

a b 1 1 1
= , greg = ——(deg—ber), g-eg = ———(— , g-(egNep) = ———(egNeq).
g (c d> g-eo det(g)( eo—ber), g-e1 det(g)( ceptaey), g-(egNey) det(g) (egNeq)
On remarque que W), = Wi_p 1, et en particulier W30 = Wi 1. Si L/Q) est une extension
alors on définit W, (L) == W7, ®q, L et son dual Wy ;(L). De plus, si L/Q, est une extension

a+b—1
. . * . * 2
assez grande, i.e. contenant une racine de p, alors on pose W b= me ®Q, |det], et
l1—a—b

Wy =Wap®q, L@ |det], > oulanorme |-|,: Qy — Q est la norme p-adique. Ceci définit
des L-représentations unitaires localement algébriques de G.

8.1.2. Représentations algébriques irréductibles de G. — Pour G la situation est un peu
différente puisqu’il n’existe pas de Q,-représentation fidele irréductible de dimension 2. On a D,
muni de la translation de G, qui définit une Qp-représentation algébrique de G de dimension 4
mais malheureusement, comme on le verra plus bas, Sym&p D n’est pas irréductible. On a un
isomorphisme

D ®Qp Qp2 = Mg(@pz),

ce qui fournit un plongement G — GLQ(sz). Remarquons que sous cet isomorphisme la norme
réduite s’identifie au déterminant. Les Q2-représentations algébriques de GL2(Q,2) sont les
;,b(Qzﬁ) pour a € Net b € Z. En composant avec les inclusions, on définit la Q2-représentation

algébrique irréductible de G par

Wa,b = Sym(%_s_ 1

P

®Q, nrd?,
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et on note son dual W;,b‘ On a toujours W;b = Wi—p,1—q- Remarquons que, dans ce qui précede,
on peut remplacer Q2 par une extension quadratique ramifiée de Q), puisqu’une telle extension
scinde aussi D. De plus, comme précédemment, pour toute extension L/Q, assez grande, i.e.

contenant une racine de p et contenant Q2 (par commodité), on définit Wan(L) = Way ®q,. L
l1—a—b

ct 11, = Way @q,, L @y furd,

représentations unitaires localement algébriques de G.

. . p4 X ok
mais aussi leurs duaux W, et W, ;. Ce sont des L-

8.1.3. Décomposition de l'isocristal. — Fixons un plongement Q2 < D. Pour L/Qp, une ex-
tension finie contenant Q,2, I'’extension quadratique non ramifiée de Q,, on définit

Dy = Sym@p D ®q, L = Sym]z(D ®q, L),

et simplement Dy, := Dy 1. Alors, Dy, 1, est une L-représentation algébrique de G x G. Com-
mengons par décrire cette représentation dans le cas k = 1, le cas général étant fait plus tard,
a l'aide de foncteurs de Schur.

Lemme 8.1. — Soit L/Q, une extension finie contenant une extension quadratique de Q.
En tant que L-représentation de G x G on a

Dy = Wy2(L) @1 Woa(L).

Démonstration. — Fixons une présentation D = Q,(c, wp) telle que w% = w et telle que
a’=ac Zy, n'est pas un carré modulo p et telle que wpa = —awp. D’apres le lemme on

sait que [V)g‘):1 = Wy et [V)}h:1 = Wp2 en tant que représentation de G. Ainsi, I'action de G
est définie par les actions de wp et a. Or, 'action de wp définit un isomorphisme entre Déjo:l
et DY=1 Soit {eg, e1} est une Q,-base de DF=. Alors {wpey, wpe; } définit une Q,-base de

]V)Pl:l. Par définition, il existe ay, € L tel que oz% = a. On peut alors choisir une décomposition

D,=D,+®Dy _,

telle que o agit par oy, sur Dy, 4 et par —oy, sur Dy, _. Par définition, quitte a changer oy, par
son conjugué, on a Dy, | = f)éjo:l ®q, L et Dy = f)}hzl ®q, L. Ainsi, {eg,e1} définit une
Qp-base de Dy, et {wpeg, wper } définit une Q,-base de Dy, _. Posons Vo = Vectr{eg, wpeo}
et montrons qu’en tant que représentation de G on a Vo = VVV[),Q(L). En effet, Vo est un L-espace
vectoriel de dimension 2, stable par G et 'action est définie par G — GL(Vp) = GLa(L) telle

que
wp —— 01 o — L 0
D p 0)° 0 —ap/’

Mais c’est exactement W072(L), et de méme on peut montrer que V) = Vectr{e,wpe} =
Wo,2(L). Finalement on a bien montré

Dy = W072(L) X WQQ(L).
(]

Remarque 8.2. — Donnons une explication plus conceptuelle du lemme 8.1l Premiérement,
via I'isomorphisme D ®q, L = M3(L) on obtient deux actions (I'une & gauche et l'autre a
droite) de GLa(L) qui commutent. Ces actions se restreignent en une représentation de G' x G
via le plongement de ces groupes dans GLy(L). Maintenant, si V' est un L-espace vectoriel de
dimension finie, Endz(V) =V ® V* et I'action de GL(V') x GL(V) est a gauche sur le premier
facteur V et a droite sur le second facteur V*. En ce sens, l'isomorphisme End (V) =V @ V*
est GL(V) x GL(V)-équivariant. Ceci nous donne le lemme en prenant V = L2.

On veut maintenant décomposer Sym,’%(D ®q, L). Commencons par quelques rappels sur
les foncteurs de Schur. Soit K un corps de caractéristique 0, pour tout entier £ > 0 et toute
partition A 4 k on a un foncteur de Schur Sy: Vectgy — Vectx qui permet de construire les
représentations irréductibles du groupe symétrique Gy, et les représentations du groupe général
linéaire. Les partitions de k sont représentés par des diagrammes de Young. Pour plus de détails
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sur ces constructions et le résultat qui va suivre, on renvoie a [31], Lecture 6]. Soient V' et W
deux K-espaces vectoriels. Alors d’apres [31], Exercice 6.11] on a

Symf§(V @x W) = @D S\V @k SiW,
Ak
ol la somme porte sur I’ensemble des tableaux de Young A tels que le nombre de lignes
de A est inférieur & dimg V et a dimg W, ie. on considere les partitions en au plus
min{dimg V,dimg W} entiers. De plus, pour V un K-espace vectoriel de dimension 2 et
A= (A1, 2) on a
S\V = SymM 2V @k det??.

Combiné au lemme [R.1] on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 8.3. — On a la décomposition suivante, en tant que représentation de G x G :
Dk,L = @ me(L) XL Wa,b(L>.
atb=k+1
0<a<b
8.1.4. Représentations localement algébriques. — Rappelons que pour H un groupe p-adique

et V une L-représentation de H, un vecteur v € V est dit localement algébrique si I’application
orbitale h — h - v est une fonction localement algébrique sur H. On note alors V28 ¢ V le
sous-espace des vecteurs localement algébriques, qui est une sous-représentation de V. De plus,
V est localement algébrique si V'8 = V. Si V est une L-représentation irréductible, localement
algébrique de H, alors elle est de la forme

VeVe g v

ot V> est une L-représentation lisse et V8 une L-représentation algébrique de H.
Rappelons qu’on note G := Of et G' = ker(nrd).

Lemme 8.4. — Soit H C G' un sous-groupe ouvert compact. Soit V une L-représentation
algébrique de H de dimension finie, alors

HY(H; V) =0.
Démonstration. — Premierement, remarquons que ’algebre de Lie de H est la méme que celle

de G', qui est D! € D, la sous-algebre de Lie des éléments dont la trace réduite est nulle.
De plus, H est un groupe de Lie p-adique et V est a fortiori une représentation localement
analytique. Ainsi, d’aprés un théoreme de Lazard, [39, Théoreme 2.4.9], la cohomologie de
groupe est calculée par la cohomologie de 'algebre de Lie, plus précisément

H'(H; V) =H'(D'; V),

donc il suffit de montrer que Hl(D1 ; V) = 0. Or D! est une algebre de Lie semi-simple et V est

une représentation de D' de dimension finie. On utilise maintenant le théoreme de Whitehead
(cf. [36l, III. Theorem 13]) pour conclure que Hl(D1 ; V) =0. O

Proposition 8.5. — Soient n > 1 et k > 0 deux entiers. Alors

H'(1+p"Op ; Ind%, Sym¥ Op)
est un Zy-module de torsion p-primaire et de type fini. En particulier, il est tué par une puissance
de p.

Démonstration. — Notons dans la suite G(n) = 1+p"Op et G'(n) == G(n)NG'. On commence
par deux observations :

e On a Inngr Syrn%p Op = %O(Z}f ) Zp) ®z, Sym%p Op puisque Sym’%p Op est un Z,-module

libre de rang fini. De méme, Indgg?;) Sym%p Op = ‘50(1 +p"Zy , Zp) ®z, Sym%p Op.

e Par le lemme de Shapiro,

. Gin - .
Hl(G(n) ; IndG-g(T)l) Sym%p Op) = Hl(Gl(n) ; Sym%p Op).
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Or, par le lemme M Hl(él(n); Sym%p OD) est de torsion p-primaire et de type fini et donc

Hl(é(n) ; Indg?a) Symgp Op) est de torsion p-primaire et de type fini. Or,

IndG SymZ Op = @ ‘fo(a +p"Zy, Zp) ®z, Symgp Op = @ Ind: (TZ)) SymZ Op
a€(Z/p"Z)* a€(Z/p"Z)*

en tant que représentation de G(n). Ainsi HI(G (n); IndG SymZ OD) est de torsion p-primaire
et de type fini. O

8.1.5. Représentation de Steinberg. — Soit W une L-représentation de G algébrique
irréductible, donc de dimension finie. On note %(P'(Qp); W) l'ensemble des fonctions de
P1(Q,) dans W, muni de l'action induite de G. De plus,

° %O(Pl((@p) : W) désigne les fonctions continues,
° ‘5”(]?1 (Qp); W) désigne les fonctions localement constantes,
° %lan(IP’l (Qp); W) désigne les fonctions localement analytiques.

Notons que ces représentations sont des induites a G de W vue comme représentation de B, le
sous-groupe des matrices triangulaires supérieures. Les fonctions constantes donnent une sous-
représentation W —» %(Pl (Qp); W) qui définit une sous-représentation des trois représentations
de G ci-dessus, puisqu'elle est engendrée par 1: P1(Q,) — 1 € L. De plus, ¢(P'(Q,); W) =
Cg(Pl(Qp); L) ®r W. On note le quotient Sty := ‘K(]P’l((@p); L)/L -1 et on a dans ce cas
‘K(Pl (Qp); W) >~ St ®r, W. Ainsi, on récapitule

e St = EYP(Qp); L)/L -1 définit la Steinberg continue et
St} @ W = (PH(Qy); W)/(W @1).
o St :=¢>(P'(Qp); L)/L -1 définit la Steinberg lisse et
St @ W = €2(B(Q,): W)/(W @ 1).
C’est un espace de type compact, son dual (St7° ® W)’ est un espace de Fréchet mais aussi

une représentation irréductible et admissible de G.
o Stlan = ¢'(P1(Qp); L)/L - 1 définit la Steinberg localement analytique et

StE" @ W = ¢ (PY(Q,); W) /(W @ 1).

C’est un espace de type compact et donc son dual (Stlam ® W) est un espace de Fréchet. Elle
n’est pas irréductible puisqu’elle contient St7° @ W.

8.1.6. La série speciale localement analytique. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. Pour tout
i € N notons z* le caractere algébrique Q, — L. On note

Bap = Id%(z* @ 2°71), Byq = IndG(z""! @ ).

Rappelons que By, est topologiquement irréductible et W), (L) C By, qui n’est donc pas
irréductible. On définit de plus

Slzall;.: ab/ ( )

(C’est une Steinberg localement analytique tordue. Smt Stflazg = St ®r W;b(L) pour alléger

les notations. On note Ext! - le groupe des extensions dans la catégorie des L-représentations

L[G]
localement analytiques de caracteére central fixé. D’apres [11, Proposition 2.6] et [11), Théoreme
2.7] on obtient le lemme suivant :

Lemme 8.6. —

1. L’action par dérivation, donnée par ’élément u* = (0 1> € g de l'algebre de Lie, induit

0 0
une suite exacte

(ut)-

0 — St — St ——— By, — 0.
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tla

En particulier, St

» @ deux composantes de Jordan-Holder.

2. On a un isomorphisme naturel Hom(Qy, L) = ExtlL[é]( an(L), S }%‘)

Le membre de gauche de cet isomorphisme est de dimension 2 sur L, engendré par la valuation
p-adique v, et le logarithme log normalisé par log(p) = 0. La base (vp,log) donne une identi-
fication P(Hom(Qy, L)) = P'(L) ce qui permet de définir pour £ € P'(L) une représentation

localement analytique que I’on note Z[Ea’b] et qui est par définition contenue dans une suite exacte

de L-représentations de G non scindées
0 — stien — s W (L) - o,

En particulier, E[g’b] a trois composantes de Jordan-Hoélder. Rappelons de plus que Z[Ea’b] est la

représentation localement analytique construite par Breuil dans [7] ou il démontre les résultats
suivants :

Lemme 8.7. — On a
e End(2I") =1,

e si(a,b,L) # (a',b/, L") alors Z[g’b] o E[g[/vb'];

o les vecteurs localement algébriques de E[Ea’b] sont St;azg.

On aura besoin des versions unitaires de ces représentations. Pour Il I’une des représentations
} lal b atb=1
de ce paragraphe, i.e. Il = By, By 4, Stlan St 8 E[g }, on note I :=II ® |det|, ? , comme on

a,br™"ab
a fait pour les représentations algébriques W, ;.

8.1.7. Dualité de Morita. — La dualité de Morita donne un isomorphisme explicite entre les
formes différentielles sur le demi-plan p-adique et les distributions localement analytiques sur

I’espace projectif. Plus précisément, on a un isomorphisme topologique G-équivariant (Sta‘;), =

Q' (Qpr,q,), donné explicitement par le noyau de Poisson
dz

lan\/
pe (Stgr) —
(516;) PLQp) # T T

(),

ot I'intégrale & droite signifie I’accouplement entre la distribution y et la fonction 2 € P! (Qp) —
Zd_zx S Ql(QDr@p) a valeurs dans les différentielles sur {dp; @, Breuil a étendu cette dualité a
la série spéciale p-adique (cf. [7, Théoreme 3.2.3]. On aura besoin d’une version tordue de la
dualité de Morita, qui apparait chez Breuil (cf. [7, Théoréme 3.1.2]) mais aussi chez Dasgupta-
Teitelbaum (cf. [19], Theorem 2.2.1]). Nous énongons le théoréme en utilisant le noyau de Poisson,

pour lequel on renvoit a [19, Proposition 2.2.6].

Proposition 8.8. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. Alors on a un isomorphisme topolo-

gique G-équivariant (Stljg)/ = (’)%r{b —a+1,1—a} donné par le noyau de Poisson

dz (@)
pl(@p) z — .CUN ’

i E (Stffg), —

8.1.8. Vecteurs localement analytiques. — Commencons a motiver ce que 'on va faire, quitte

a sortir légerement du cadre de ce paragraphe. On introduit la L-représentation H[g’b] de G en

Les vecteurs localement analytiques de H[Ea’b] ne sont pas exactement Z[g’b]; ils ont une
composante de Jordan-Hélder supplémentaire dont on va montrer ici qu’elle n’interviendra pas
dans nos futurs calculs. Plus précisément, la L-representation localement analytique lanH[La’b] de
G a 4 composantes de Jordan-Hélder et on a une suite exacte non scindée
b 1 b 5
0—>§[§ N anl'[[g ]—>§b7a—>0,

oll Ebﬂ = Ind§ (2! @ x~'2%), avec x(z) = x|z|, est une L-représentation localement analy-
tique de G et B, , est son unitarisé. On va montrer le résultat suivant :
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Lemme 8.9. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. Alors
Exct oy (W. “ s Bya) = 0.

Avant de démontrer ce lemme on a besoin d’un peu de préparation.

Lemme 8.10. — Soit 6: T — L un caractére localement analytique mais non algébrique (en
particulier non trivial), que l’on voit comme un caractére de B. Alors
HY(B; 6) = 0.

La cohomologie est ici la cohomologie localement analytique de groupe.

Démonstration. — On commence par justifier qu’il suffit de montrer que pour tout caractére
localement analytique non trivial 6: T" — L, on a H’(T ; 5) = 0. En effet, la suite spectrale
d’Hochschild-Serre s’écrit

By H(T; W(N;6)) = H™M(B; )
et en tant que représentation de T, on a HJ(N; (5) = Hj(N; Qp) ®q, 0. Mais, en tant que
représentation de T, Hj(N ; Qp) est un caractere algébrique donc Hj(N ; (5) est un caractere
non algébrique par '’hypothese. Ainsi, il suffit de montrer que l'on a Hi(T; (5) = 0 pour tout

entier 7 > 0 comme annoncé.
Par la formule de Kiinneth, en écrivant 6 = 7 ® d9 on obtient

H(T;6)= @ H*™(Q);6) ®LH(Q); 6)
k1+ko=i

et on se ramene donc a montrer que pour tout caractere unitaire do: Q — L™ et pour tout
entier ¢ > 0 on a
i(yX . —
H( P 50) -

Pour démontrer ce résultat, on décompose Q) = p? - pp—1 - (L +pZy) = 7 X pip—1 X Zyp et la
décomposition de Kiinneth donne
H(Qy;00) = P HYZ; do) @ H(py_15 60) @1 H¥(Zp b0).
k1+ko+kz=i
On analyse les termes un par un pour justifier que dans chaque terme au moins 'un des groupes
de cohomologie est nul.
e On a H¥(Z; 6) = 0 pour ki > 2 ou pour tout entier k1 > 0 tel que do(p) # 1.

e On a HkQ(up,l; 50) = 0 pour ko > 1 puisque les représentations de groupes finis en ca-
ractéristiques zéros sont semi-simples, puis HO(,up_l ; 50) =0 si 5()! 7& 1.

e On a H* (Zp, (50) = 0 pour k3 > 2, ou pour tout entier k3 > 0 tel que (50{ (14p2,) # 1.

Puisque §g # 1, I'une des restrictions considérées n’est pas triviale, donc 'un des tr01s groupes

de cohomologie est toujours nul ce qui permet de conclure que Hl( b 50) = 0 pour tout entier

12 0. O
On peut maintenant passer a la démonstration du lemme

Démonstration. — Rappelons qu’on note B C G le sous-groupe des matrices triangulaires
supérieures. Alors, d’apres le Lemme de Shapiro on a

EXt [G]( :7177 Eb,a) = Hl(B, W(l,b(L) ®L (Xx ® X 1$a))

ol la cohomologie a droite est la cohomologie localement analytique de groupes. Or, en tant que
représentation de B, Sym?~%~! est une extension successive de caractéres algébriques et donc
Was(L) @1 (xz*~ ' @ x"12?) est une extension successive de caractéres localement algébriques
dont la partie lisse n’est pas triviale. Ainsi, il suffit de montrer que pour tout entier ¢ > 0 et
pour tout caractére localement algébrique non trivial §: Q) — L on a

HY(B; 6) = 0.

Or, c’est le contenu du lemme [8.10} ce qui conclut la preuve du lemme. O
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9. Calculs de cohomologie

9.1. Décomposition du systéme local. — Le but de ce paragraphe est de décomposer le
systeme local suivant les différents poids. On commence par observer que le corollaire donne
une décomposition du fibré &p, 1,

a,b 4
Eork= D &5 ®q, Wap,
a+b=k+1
0<a<b

[a,b]

muni de sa filtration de Hodge induite sur les £". On a une décomposition similaire de I'iso-
cristal et donc le théoréme de reconstruction des systémes locaux isotriviaux (cf. la proposition
3.8) nous donne directement :

Proposition 9.1. — Soient k > 1 un entier et Q2 — D un plongement de [’extension

quadratique non ramifié de Qp. Alors, pour tout a,b € N tels que a +b=k+1 et 0<a <bil

existe un Qy2-systeme local fortement isotrivial V][g;b]
b ~

A\ RQ, sz = @ V[“ ] ®Q s Wap.

a+b=k+1
0<a<b

, G-équivariant et tel que

De plus, ce systéme local est donné explicitement par

V[a - Sme a1 V[O 2 ®q, det”.

On note D) = ]D)(V%l’"b}) Iisocristal correspondant. Cette décomposition permet de réduire
le calcul de la cohomologie du systéme local en écartant la partie algébrique de I’action de G.
Dans la suite, on sera emmené a modifier 1égerement le systeme local pour que I'action soit

[a,b]

unitaire. Ainsi, on définit V;'” comme le L-systéme obtenu en tordant les actions de G par

l1—a—b

la puissance de la norme, qui rend l'action unitaire, i.e. par ®L - \det|@ . A partir de la
décomposition ceci définit de méme Vp, .

Corollaire 9.2. — La cohomologie proétale admet la décomposition suivante :

)b b1
HLa( "M, 03 Vi (D) = @D ("M o V5T (1) g, Wap-
a+b=k+1
0<a<b

On va utiliser la décomposition du H(é)t (cf. lemme ) pour se débarasser des caracteres.

[a,]

Le systeme local V'™ se restreint aux composantes connexes de Mp -~ en un systeme local

bl

que 'on note toujours V[a qui n’est plus tout a fait G-équivariant mais 'est sous l’action
de SLz(Qp) qui stabilise les composantes connexes. Notons que Hpet( Pr.c V%rb]( )) est un
HY, = HY ( Dr.C L(1))-module et le lemme . 7| donne le corollaire suivant :

Corollaire 9.3. — La cohomologie proétale de la tour se décompose suivant les caractéres
comme suit :

H%)et(MDr C V[a b}(l)) = @ Hll)et( 0Dor Cs V[a b]( )) [5]7
§: Z;%L

ot la somme porte sur les caractéres lisses 6: Z, — L et Hlljet( Dr.C y%;b}(l))[é] =
Hl

b
pet( ODor,C ) y%r }(1)) X J.
Ces corollaires nous permettent de ramener le calcul de la cohomologie proétale du systeme
local au calcul de Hll)et( Dr.C s V[a b]( 1)) ou au calcul de Hll)é (I’MDr s V[a b}( 1)). La différence

entre ces deux espaces est que le second est une somme de deux copies du premier, ou 'une des
copies est tordue par le caractére quadratique.
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9.2. L’oper de Drinfeld

9.2.1. Filtration de OF,@W,p. — On traitera le cas de Of, ®q, Wo k+1 qui nous intéresse mais
il est facile d’en déduire les calculs lorsqu’on tord par le déterminant, comme on ’énoncera dans
la dernieére proposition. On suit de pres [42] Paragraphe 5]. On définit I’élément f = (7(z)e;—ep)
qui vit dans Of ®q, Wo2 et qui vérifie, pour g € G, la relation g - f = j(g, z)~1f. Ainsi, on
définit sur Of, ®q, Wo k41 une filtration décroissante de Op -modules qui est G-équivariante,
Op, ®q, Wok+1 = FO> F' > . FFt1 =0, définie pour ¢ € N tel que 0 < ¢ < k

k—q

_ n k—q—j j

F1 —@ODrfqel €p-
j=0

De plus, les eéelf_j forment une OF -base de O, ®q, Wo k11 et de la formule eoe{ = W(Z>€{+1 -
fe] on déduit par récurrence que pour j € N tel que 1 < j <k —gq,

fqe]f_q_jeg € (’)grfqelf_q + Fatl,
Ainsi, les fqe]ffq avec 0 < ¢ < k forment une Of -base de O ®q, Wo k11 et donc on définit
un isomorphisme de OB -modules ©,: O% — F9/Fit1 par ©,(h) = hfqelg_q. Un petit calcul
montre qu’il donne un isomorphisme G-équivariant O,: OB {2¢ — k,q — k} = FI/F9t!. En

effet, soit h € OF,, on a pour g = (Z Z)

g [hf1eE7) = (g, 2) 1 det(g)? g hf? (—ceo + aer)" ™ € jg,2) 2 det(g)?Fg-h el UL FIH,

(3(g,2)er+ef)ra

~

Soit Qp = QY(PMP Qp)’ rappelons que Qp = Op {2,1}. Naturellement, on a une filtration
G-équivariante Qp ®q, Wo k1 = Qp, ®on FY > Qp, ®on F'o ... OB, ®on. FFl = 0 et les
quotients successifs sont décrits par ©g: OF {2(¢+1) —k,q+1—Fk} =R, ®on F1/Qf, ®@on
F9t1 De plus, la dérivée donne

(d®id)(hfle)™ ) = dz @ qf T ef ™ + dh @ fle) 7.
Ainsi,

(d®id)(hfle)™%) € dz @ qf1 e} + QR ®op FO.
On en déduit que d®id: F4/FIT! — Q- ®on Fat/on ®op F? s’identifie & la multiplication
par ¢ si 1 < ¢ < k et d®id induit un isomorphisme F! = OB, ®q, Wor+1/5, ®on F* de
sorte que

OB, ®g, Woet1 = (d®@id)(F') @ Qp, ®on F*.

Ces calculs prouvent en réalité le lemme suivant :

Lemme 9.4. — Le systéme local y};;”]

est un L-oper de poids (a,b—1).
Résumons les calculs précédents, en tordant par det™%, dans une proposition :

Proposition 9.5. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. En tant que Op .-module, Of ®@q, W
est muni d’une filtration G x G-équivariante OR @W,p=F¢2 Fotl ... D F¥ =0 telle que

F1/F =208 (9 —b—a+1,q—b—a+1}.
En suivant Schneider-Stuhler, les calculs ci-dessus donnent une suite exacte :
0 — Z[mo ("Mp,.0,)]©0zWo ki1 = OB @0, Wort1/F' = QB,®op F* — Hig (PMp, o, ) @0, Wo k1 — 0.

Finalement, ceci nous invite a introduire le petit complexe de de Rham :

ut b—a
DRI O fa—b+ 1,10} “ X5 Op{b—a+1.1-a)
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ottut € goperesur h € OF par ut(h) =1/, ou I/ est défini par d(h) = h/dz. On a montré que le
(did)
br®q, Wap

On remarque que DR[ abl _ = RIp ( Dr,C; El[jarb}) et donc la proposition nous assure que ce
complexe est quasi-isomorphe au complexe de de Rham, ce qui apparalt dans la suite exacte

d®id
M Of, ®q, Wa,p est quasi-isomorphe,

petit complexe de de Rham est quasi-isomorphe au complexe Of ®q, Wap

ci-dessus. Plus précisément, le complexe Of ®@q, Wa

]

de maniere G x GG-équivariante, au complexe DRL? .

9.3. Calculs de cohomologie

Dans ce paragraphe on utilise la proposition pour calculer la cohomologie proétale du
systéme local Vp,  sur la tour de Drinfeld. Rappelons quelques notations, introduites pour
alléger nos diagrammes :

O]%r = O(pM%L(@p)’ 7'('8 = WO(pM%r,Qp)‘
De plus, rappelons qu’on note Dy, := Sym(’ép D muni de ses structures additionnelles.

9.3.1. Filtration de Hodge. — Dans ce paragraphe, on relie la filtration de Hodge a la filtra-
tion étudiée au paragraphe w dans le but de calculer le terme HODR(I’M%LQP, §Dr’k). On

commence par observer que la décomposition du fibré £y, ;. induit une décomposition

HODR ("M, o,.€pes) = €D H'DR(PMP, o . E57) @1 W,

a+b=k+1
0<a<b

Rappelons qu’on a 5 la b} (PMB, Qp )= Wa »®q, Op,- On montre facilement qu’a un décalage pres,
la filtration G-stable du paragraphe [9.2.1] coincide, apres décalage, avec la filtration de Hodge :

Lemme 9.6. — Sur 5][)arb} ("Mp,. q,) la filtration de Hodge est donnée par
SN IMY, 0,) = F U 2 2 F 4 20,
ol pour tout i € Z on a F' = b+l

9.3.2. Diagramme fondamental pour l’espace de Drinfeld. — Pour réduire la taille du dia-
gramme, on introduit quelques notations. Pour a,b € N tels que 0 < a < b, on note

l—a—b
Op,la,b] == Op{a—b+1,1 -0} ®q, L-|det|, >
(9.1) ot
wpla,b] = Op{b—a+1,1—a}®q, L-|det|, *
De plus, on rappelle qu’on a la notation, pour tout k,j € N, Uy, ; := (Bj})vk:pj
de Banach-Colmez de Dimension (k, j).

qui est un espace

Théoréme 9.7. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b et n = 0 un entier. On a un diagramme
commutatif, 9o, X G- equwamant d’espaces de Frechet dont les lignes sont exactes

at+b N—0

Lo a n n ab n —
wa,ob ®@p2 t*Usp—at1 — Op,[a,b] ®” t“By — Hpet(pMDr,C’ ; y][Z)r ](1)) (H%IK(pMDr c) ®g, W, b®@pt Bf)*~” — 0

l | | l
0 —— Wb @q, t°By, —— OB, [a,b]80,t*By —— wf, [, b18q, 1By ————— Hip (PMB, o) ®0, W, , 80, "By ——— 0

La premiére fléche horizontale en haut a gauche est injective si et seulement si b # a+ 1 et
sinon est de noyau Qp(a + 1). De plus, les fleches verticales sont injectives d’image fermée.
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10. Cohomologie étale isotriviale de M ~ et vecteurs bornés

Dans cette sous-section on montre que les vecteurs G-bornés de la cohomologie isotriviale
proétale de la tour de Drinfeld coincide avec la cohomologie étale. Rappelons qu’un vecteur
v € II d'une L-représentation II de G est dit G-borné si I'ensemble {g - v}4cq est borné. On

dit qu'un sous-ensemble X d’un Q,-espace vectoriel topologique est borné si pour toute suite

(zn)nen d’éléments de X on a p"x, 22F% 0, Dans un espace Fréchet dont la topologie est

définie par une famille de valuations (vy)ren ceci équivaut a lexistence pour tout k € N d’un
Ny € Z tel que vg(x) > N pour tout z € X. On note 1P < 1I le sous-espace des vecteurs
G-bornés de II, qui définit une sous-L-représentation de II.

Théoréme 10.1. — L’application Hét(M%r,C3 SymVp, (1)) — H%)et(M%r,C; Sym Vp, (1)) est
injective et induit un isomorphisme
1 G-b 171
Hpet(M%r C SymVDr(l)) = H ( Dr,C ; SymVDr( ))
La preuve se fait en deux temps. Dans un premier temps, on montre que Het( Dr.C Vfgr k(l))

est de torsion bornée, donc qu’il définit un réseau invariant dans Hi(MP . ; Vi k(1 ). Ceci
montre une inclusion et on conclut alors en adaptant 'argument de [14] Proposition 2.12].

10.1. Annulations

Dans cette partie, on montre 'annulation de différents groupes de cohomologie proétale. Plus
précisément, on montre le résultat suivant :

Théoréme 10.2. — Soient n > 0 et a,b > 0 des entiers tels que 0 < a < b. Si ¢ > 2 alors

H (M, s VIEI(1)) = 0.

De plus,
0 sib#a+1
HO (M, s V9Pl (1)) = HY L Vit = ’
pet( Dr,C» XD ( )) et( DrC ( )) Qp(a+1) sib=a+1.

10.1.1. Annulation de Hgt. — On commence par montrer la seconde partie du théoreme m

Proposition 10.3. — Soient n > 0 et a,b € N des entiers tels que 0 < a <b. On a
0 sib#a+1

HY vl HO (M, o5 ViePl(1)) = ’

et( DI‘C ( )) pet( DI‘C ( )) @p(a + 1) Si b —a + 1

De plus, st Y C Mp, ~ est un affinoide, alors

0 X 1

HO(Y ; V[ab}( 1) = si #£a+1,

Qpla+1) sib=a+1.
Démonstration. — On propose une preuve de ce résultat en utilisant la cohomologie synto-
mique, qui est la méme dans le cas de I'espace tout entier ou d’un sous-affinoide surconvergent.

On sait, par définition, que Hsyn( Dr,C V[S;b](l)) est le noyau de 'application

[a,b] b
(H%K( %r,C ) D )®Q B;E) - HODR ( Dr C’g[a ]) .
Or, d’apres le théoreme le noyau de cette application est le méme que celui de
W34 ®g, t*Uzp—ar1 — Op;[a, b]@q,t By
qui est injective d’apres le théoreme puisque b # a + 1. D’apres le théoréeme de comparaison

HO (M, s VIR(1)) & HY (M, o5 VISP (1)) = 0.

On propose une autre preuve de ce résultat. Soit z: Spa(C, C*) — Y un point géométrique.

[a

On montre que V' ]( ) est une représentation irréductible de 7§ (Y x) Or cette représentation
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se factorise par le quotlent m{ (Y a:) — Of obtenu par Papplication composée 7§ (Y x)

w'ft( Dr,ci & ) — 7 (MODr ci T ) — Of et COI‘I‘GprHd au Sme 2=1D on D est la représentation

réguliere de G donnée par la translation sur D. Cette représentation est irréductible et non
triviale, donc n’a pas d’invariants sous G,,, d’ou le résultat. O

10.1.2. Annulation de Hgét. —
Proposition 10.4. — Soit n > 0 un entier,

HIQJGt(M%r,CQ Sym Vp, (1)) = 0.
Démonstration. — Soient a, b € N tels que 0 < a < b. Il suffit de montrer que Hpet( e V][Szrb]( ))

est nul. En vertu de la comparaison avec la cohomologie syntomique (i.e. le théoreme , il
suffit de montrer que

H2,,(Mp, o ; VI (2)) = 0.

syn
La définition de la cohomologie syntomique nous donne une suite exacte longue

[a,b] [a,b]

a,b n a,b
) = H'DR(Mp, ¢, M) — HZ (MB, o5 VIEP(1)) - HPHK (M, o, D

syn

H'HK(ME, ¢, D )-

I n 1 n —
Premierement, comme M, - est une courbe Stein, on a H (Mp, 1) = 0 et donc

[a,b]

HZHK (M}, ., D“™) = 0.

Ainsi, il suffit de montrer que l'application H'HK( Drc,ﬁ[a’b]) — H2DR( DrC’g[a b]) est
surjective. Or, le corollaire et le lemme nous donnent

HlDR( Dr, C?S[a b]) = H}iR( %r Qp ; g[a b])®QpB
a,b n a,b
[ ]) = (Hi(Mp, 4 ; D" })®@ By)

< [a,b
On déduit de I'isomorphisme de Hyodo-Kato et du fait que les pentes de HIEIK(M%r,k; D[a })
sont < —a, que ’application naturelle

H'HK (M, ¢, D =PN=0

1 [a,b] ©=p,N=0 b
(Hhx(MB, 1, ; D )@5,B%)" — Hip(Mp.g, ; £ ®q,Ba
est surjective, ce qui permet de conclure la preuve. ]
Remarque 10.5. — Comme pour la cohomologie a coeflicients triviaux, il n’est pas clair du

tout que Hgt(M%r ¢ Vpr k(l)) = 0. On aimerait par exemple montrer que ce groupe s’identifie
au vecteurs G-bornés de ngt(M%rC; Vork(1 )) ce qui donnerait son annulation mais si on
reprend la preuve pour le premier groupe de cohomologie, on voit qu'un Rhm apparait dont on
ne sait pas prouver I’annulation.

Le théoreme de comparaison syntomique-proétale assure que, pour ¢ > 2, on a

H;)et(M%r,C; VDr,k(i)) Héyn( %r,C; VDLk(Z’)) =0.

En effet, les termes qui apparaissent dans la cohomologie syntomique sont nuls en degrés > i.
Ainsi, quitte a tordre par une puissance du caracteére cyclotomique, les groupes de cohomologie
proétales supérieurs sont nuls))| ce qui permet d’énoncer le corollaire suivant, qui synthétise les
résultats précédents :

Corollaire 10.6. — Soient n > 0 et a,b > 0 des entiers tels que 0 < a < b. On suppose de
plus que b # a+ 1. Alors Hpet( Dr.ci V][(Dlrb}( )) # 0 si et seulement si i =1.

(MOn peut aussi raisonner en utilisant que les affinoides sont de dimension cohomologique 1 et donc que les
espaces Stein sont de dimension cohomologique au plus 2.
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10.2. Torsion dans la cohomologie étale

Dans cette partie, on montre que la cohomologie étale du Z,-systéme local est de torsion
bornée.

10.2.1. Réseaux dans le Hét. — Soit n > 0 un entier. On a Helt(M%r,C ; VDr’k) = Hét( %r,C ; V$r7k)®2p
Qp ou VBr i est le réseau standard donné par les puissances symétriques du Op-module formel
spécial universel. En d’autres termes, on a

HL(MB, o5 Vi, ) = Im HE(MB, o5 SymE G[p™]e).
m

Il s’agit de montrer que Hén(M%rL'; VBr k) est de torsion bornée. Pour cela on va utiliser le
résultat pour les coefficients triviaux, que 1’on rappelle.

Lemme 10.7. — Soit Yo un affinoide de dimension 1 sur C. Alors H (Yo ; Qp(1)) est un
espace de Banach sur Q, dont la boule unité est donnée par Hét(YC; Zp(l)).

Démonstration. — La preuve utilise la suite exacte de Kummer. Pour n > 1 un entier, la suite
exacte longue associée a la suite exacte de faisceaux étales

0—=Z/p"(1) = Gy, ﬂ Gm,y, — 0

fournit
0= (O(Ye)*/C*)/(O(Ye) /€)™ — H(Ye'; Z/p"(1)) — Pie(Yo)[p"] = 0.
En passant & la limite, I’annulation du R! @ fournit la suite exacte
0— (O(Ye)*/C)" = HY(Ye; Zy(1)) — Tp(Pic(Ye)) — 0,
ol ((’)(YC)X/CX)A est le complété p-adique du groupe O(Y¢)*/C* et T,(Pic(Ye)) =

Jim Pic(Yc)[p"] est le module de Tate du groupe de Picard de Y¢. Ainsi, comme (O(Y¢) X/CX)A

et T) (Pic(YC)) sont sans torsion, il en est de méme pour Hét(Yc; Zp(l)). En inversant p dans
la suite exacte on obtient bien

0 (O(YC)X/Cx)A ®z, Qp = Hy(Ye; Qp(1)) = V,(Pic(Ye)) — 0,

olt Vp(Pic(Yc)) = Tp(Pic(YC)) ®z, Qp est le module de Tate rationnel du groupe de Picard
de Yo. Ainsi Hét(Yc; Zp(l)) définit bien un réseau dans Hét(YC; Qp(l)) qui est donc un Q-
espace de Banach. O

Un corollaire immédiat est le résultat suivant pour les espaces Stein :

Corollaire 10.8. — Soit X¢ un espace Stein sur C'. Alors lapplication naturelle Hét(XC ; Zp(l)) —
H(Xc 5 Qp(1)) est injective et définit un réseau.

Remarque 10.9. — Pour comparer, rappelons que Hll)ét(XC ; Qp(l)) est un espace de Fréchet,
comme limite inverse d’espaces de Banach.
Pour utiliser ce résultat on doit trivialiser le systeme local. Pour cela, on utilise le revétement
proétale
0
Dr,c = M%r,c — Mp, ¢

Le groupe de Galois de la composée des deux fleches est G! C G, le noyau de la norme réduite
et correspond au quotient
Wl(MODnc,.f') — Gl.
De plus, le groupe de Galois de la seconde fleche est G'/G(n), ot on rappelle que G'(n) =
G(n)NGL et G(n) = (1+w@POp), et le groupe de Galois de la premiere fleche est G*(n). Ainsi,
on obtient une suite exacte pour n > 1
1= K, = m(Mp,,2) = G'(n) = 1.

On va étudier la suite d’inflation-restriction de cette suite pour montrer le résultat suivant :
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Proposition 10.10. — Soitn = 0 un entier. Le noyau de Uapplication naturelle H1 ( Dr.C' Vﬁr k(l)) —
Helt(M%r’C; VDr’k(l)) est de torsion p-primaire bornée, et son image définit un réseau.

Démonstration. — D’apres le paragraphe [.1.2 appliqué au revétement My, ~ — Mp, - on a
RF(G( ) RFet(MDr C VDr k( ))) = Rrét( %r,C; Va«,k(l))

Ceci donne une suite spectrale dont la suite des premiers termes est

0 = HY(G(n); Vi, (DME. ) = HEMB, 3 Vi (1) = HE(ME o5 Vi, (1)

Rappelons que le revétement considéré trivialise le systéme local. Ainsi H, (MODCLO; Vfgr k(l))

est sans torsion d’apres le corollaire |10.8/ et donc a fortiori Hl( Dr.C Vgr p(1 ))G(n) est sans

torsion. Montrons maintenant que HY(G(n); Va,k( )( Dr,C)) est de torsion p-primaire et de
type fini.

Rappelons (cf.[7.3.2]) qu’on a une application MODC; c— ZX donnant les composantes connexes
de la tour, comme l action de G sur Mg, ¥e. induit sur ZX ’action de la norme réduite et donc G*
fixe les fibres de ’application Mg, — Z; De plus, on salt qu’en un point de M7}, le germe du
systeme local, trivial sur cet espace, est simplement Symgp Op. On en déduit que V;ﬁr’ k(M%iC) =
Indg1 (Sym%p OD) en tant que représentation de G(n) C Of ot Sym’ip Op est considéré comme
une représentation de G'(n). Or, d’apres la proposition Hl(é(n); Imdg1 (Symgp OD)) est
de torsion p-primaire bornée. Ceci acheve la preuve. O

10.3. Vecteurs bornés de la cohomologie proétale isotriviale

10.3.1. Fin de la preuve. — On termine la démonstration du théoreme Montrons que
tout vecteur G-borné de Héét( br.ot Yo (1 )) appartient & Hét(M%r,C ; Y, x(1)). On procede
comme dans la preuve de [15], Prop051t10n 2.12] en choisissant un sous-groupe cocompact I' C G
opérant sans point fixe sur 'arbre de PGL2(Q)p). On choisit ensuite des affinoides Yi,...,Y,
de Mp,,  avec les propriétés suivantes :

o Lesy-Y; pour y € ' et i = 0,...r forment un recouvrement de M, C

e Les intersections de trois v - Y; correspondant a des couples (7,17) distincts deux a deux sont
vides.

Le calcul de la cohomologie de Cech pour ce recouvrement donne alors des suites exactes

0_>He}t( %r,Ca Drk: _> HHet’y YZ’ VDrk’( )) - H Hét(’y‘yimfy/'y;,;yﬁr,k(l))’
(VA )

0 = Hpe(MB, 5 Vp, (1)) = H H(v - Vi Vp, (1)) = H Hi(y - Yiny - Yi; Vp, (1)),
(V) A7)

ou le 0 a gauche provient du theoreme d’annulation Notons Y un affinoide contenant

tous les Y;. On déduit des suites exactes précédentes que la cohomologie étale entiere s’injecte
dans la cohomologie proétale et s’identifie aux vecteurs v € Hpet(M%r,C ; yDr’k(l)) tels que

Res,.y(v) € Hy(v-Y; Vp, (1)) pour tout v € I, ot on note Res le morphisme en cohomologie
de restriction & un sous-espace. De maniere équivalente :

He(MB, o5 Vi, (1) = {v € Hpet( Br.oi Vorr(1)) [ Vy €T, Resy (v-v) € Hy(Y 5 Vi, (1))}
Soit v € Hpet( Br.o’ Yokl )) un vecteur G-borné, il est en particulier I'-borné. Ainsi,
{Resy (7 v);7 € T} C Hy(Y 5 Vi, (1))
est une partie bornée et donc il existe un N > 1 tel que
{Resy (v-v);v € T} C p VHL(Y ; Vi, . (1)).

Finalement, par la description que l'on a donnée de la cohomologie étale, il vient que v €
p~VHL(MP Dr.cos Vi, x(1)), et donc v € Hét(M%r,C ; Y, (1)). Ceci conclut la preuve. O
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10.3.2. Reformulation. — On reformule le théoréme principal en termes des multiplicités des
représentations de G.

Corollaire 10.11. — Soient 11 une L—représentation de Banach unitaire de G, k > 0 et
n > 0 des entiers. Alors les injections H} (pMDrC’ Vper(1)) <= Héet( Dr.os VDrk( ) et

I < (11" induisent un isomorphisme naturel
Home(II', Hg(PMB, o3 Vp, (1)) = Homg( (T’ Héet( Mp,o s V(1))

Démonstration. — La preuve est la méme que [16, Lemme 5.9], reprenons-la. Soient a,b €
N tels que a +b = k+1 et 0 < a < b. Il suffit de montrer la proposition précédente
[a,b]

pour Vi'*. Pour définir une fleche entre ces deux entrelacements, on considere f: (ITlany/

H%)et( PMp, o5 V[a b]( )) Alors, d’apres le théoréme [10.1}, f envoie II' dans les vecteurs G-bornés

de la cohomologie proétale, i.e. dans H} (”MDr s y[“ b]( 1)). Ceci définit

v+ Home((T1")', HY

Lo(PMB, o VIR(1))) = Homg(IT, Hy(PMp, o ; VIE(1))).

Comme IT' est dense dans (II'*")’, cette fleche est injective. Pour montrer que c’est un isomor-
phisme, montrons qu’elle est surjective.

Soit f: II' — H} (pl\/[Dr ol V[a b]( 1)) un morphisme continu de L[G]-modules. Pour K C G
un sous-groupe ouvert compact de G ; notons Z(K, L) 'algebre des distributions localement
analytiques sur K & valeurs dans L et A (K L) = L[[K]] I'algebre des mesures sur K &

valeurs dans L. Rappelons que Hly(PMp, o5 V(1)) est un G-Fréchet; il s'identifie a un
sous-Fréchet K-stable de wp [a,b] qui est un @(K L)-module topologique. En effet, puisque

ot (1”1\/[]3r C) @QPC’ est un Z(K, L)-module topologique d’apres [23] Théoreme 3.2] et que W, ,,
est une représentation algébrique de dimension finie de K, donc un (K, L)-module topologique,
on obtient finalement que wp, [a, b] C Ol (pMDr C) @QPC @@, W, , qui est un plongement fermé,

est un (K, L)-module topologique. Ainsi, f se prolonge en une application
a,b
g: Ir ®L[[KH ‘@(Ka L) - Hll)et(pMDr CH V][)r ]( ))

D’apres le théoreme [43, Theorem 7.1] TI' ® 15 Z(K, L) = (IT'™™) et donc g définit un mor-

phisme continu de L[G]-modules g: (IT'*")" — Hll)et( PMP, o5 V%rb}( 1)) qui, par construction, est

un antécédent de f par ¢. Donc ¢ est surjective, ce qui permet de conclure la preuve. O

10.4. Résultat de finitude
Dans ce paragraphe on démontre le résultat de finitude suivant :

Proposition 10.12. — Soient k > 0 et n > 0 des entiers et soit K une extension finie de Q.
Alors Uespace de cohomologie étale suivant

Hét( pM%r,K; VBr,k/wD)
est le dual stéréotypique d’un Z,|G]-module lisse de longueur finie.

Démonstration. — Pour k = 0, c’est le théoréme 4.1 de [16]. De plus, ce résultat nous dit que
si I est un F,-systéme local étale constant, i.e. L. = M ou M est un [Fp-espace vectoriel de
dimension finie, alors pour tout entier n > 0, ’espace de cohomologie étale

Helt(p Br,K; L)
est le dual d’'un Z,[G]-module de longueur finie. On fixe maintenant £ > 0 un entier. On sait
que par définition, Vgr,k Jwp = Symﬂlﬁp Glwp] est un Fy-systeme local trivial sur pM]IDr, ) et donc
a fortiori sur pM%nK des que n > 1. Ainsi, on a montré le résultat des que n > 1 et il reste a le

démontrer pour n = 0, ce que I'on va faire par un argument de descente galoisienne a partir de
2V !
MDr,K‘
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On sait que pM]IDL K= pMODL , €st un revétement galoisien de groupe Of/(1+wpOp) = F;z.
De plus, IF;Q agit naturellement sur Vﬁr,k /wp. Ainsi, on obtient une suite spectrale
By’ H(FY s HL(PMb, i ; Vi, ,/@p)) = Hg ("M, 5 Vi, /@),
De plus, on sait que sur pM})n K ona VJﬁr,k Jwp = Symfﬁp F,2. La suite des termes de bas degré
s’écrit donc
HY(F ; Symg Fp2) — Hi(PMD, i3 Vi, /owp) = HE(PMb, 55 Vi, /wD)Fzjz — H(F ; Symg Fp2).

Or, comme IE‘; est un groupe d’ordre premier a p, on en déduit que
HI(IF;2 ; Symﬂ?p F2) = HQ(IF;2 ; Symfﬁp F,2) = 0.

X
- : : 1 0 .yt ~, pl 1yt F
Ainsi, on a un isomorphisme Hét( PMp, 5 VDr’k/wD) — Hét( PMp, 3 VDr’k/wD) »?. De plus,
IE‘;Q agit continument sur ’espace de cohomologie étale, donc

IFX
Hét( leljr,Ké Vﬁr,k/wD) P2 C Hét( leli)r,K3 VJﬂr,k/wD)

est un sous-espace fermé et c’est donc le dual d’une représentation lisse de GG, admissible et de
longueur finie.

O]

Remarque 10.13. — On peut déduire de ce théoreme que pour tout entier [ > 0, 'espace de
cohomologie étale

!
Hai("Mpy i 5 Virer/@b)

est le dual stéréotypique d’un Z,[G]-module lisse de longueur finie.
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11. Le cas cuspidal

11.1. Changement de poids dans la correspondance de Langlands locale
11.1.1. Normalisation des correspondances de Langlands. — Soient a,b € N des entiers tels
que 0 < a < b. Rappelons que pour M un L-(¢, N, %, )-module on a défini une L-représentation

unitaire de Weil-Deligne WD(M), une L-représentation unitaire lisse de G notée JL(M) et
une L-représentation unitaire lisse de G notée LL(M). On définit alors des L-représentations

unitaires localement algébriques de G et G respectivement par JLE\‘ﬁjb] = JL(M) ®r, Ea,b et
LLE\C;b] = LL(M) ®r W3 . On normalise le corps de classe de sorte a ce que 7/(5: =~ Q, envoie
le Frobenius arithmétique sur p € Q;.

Pour a € L™ on définit nro: Q) — L™ le caractére non ramifié, i.e. trivial sur Z7, qui envoie
p sur «. Ceci définit un L-caractere lisse NIy, o de #g, et de méme, en composant avec le

déterminant et la norme réduite, on définit des L-caracteres lisses nrg o de G et nre de G.
Notons temporairemen Mla] le L-(p, N,%g,)-module déduit de M muni de I'opérateur de

Frobenius ay. La compatibilité entre les correspondances s’écrit alors
WD(M[a~1) = WD(M) & Ny a
LL(M[a™!]) = LL(M) ® nrg. q,
(M[a™1]) = JL(M) ® nre -

Rappelons qu’on dit que M est p-compatible si 'action de p, vue comme élément du centre

de G, est triviale sur JL(M). Dans ce cas, M est de pentes % De méme pour k£ > 0 un entier,

[0,k+1]
LM

on dit que M est (k,p)-compatible si p agit trivialement sur J , ce qui implique que M
est de pentes % Cette condition est équivalente & ce que p opere trivialement sur JLE\C}b] pour
a,b € N tels que a+b = k+1. Si M est indécomposable, JLE\(Z’H est irréductible et ’action de p est
donnée par un élément A\ € L. Alors, si a est tel que A = « ) ®nrg , est

triviale. De plus, rappelons que si H® est une théorie cohomologique raisonnable (par exemple,
la cohomologie isotriviale), alors

~2 Daction de p sur JLE\L}’b

HomL[é](JLE‘Cib} , HY (M, o)) = HomL[G](JLE\?b] ®@nrg ,, H'(*Mp, o)) @ nrgl, © nr%p,a-

Ceci nous permet de nous restreindre a la cohomologie de Hl(pM%nC). De plus, rappelons que
I'on a défini

H* (leo)Or,C) = hg H* (pM%r,C)
n

11.1.2. Cohomologie de Hyodo-Kato et de de Rham de la tour. — On note Mp, ko 12 fibre
spéciale d’un model du n-ieéme revétement de I’espace de Drinfeld. On calcule la cohomologie de
Hyodo-Kato et de de Rham de la tour de Drinfeld a coefficients isotriviaux. Ces cohomologies,
comme on 'a vu, s’expriment simplement en termes des cohomologies a coefficients constants
et on obtient la proposition suivante :

Proposition 11.1. — Soient a,b € N tels que a < b et soit k = a+b— 1. Soit M un
(¢, N, g@p)—module, absolument irréductible de dimension 2 et de pentes % Soitn = 0 un

entier assez gmn@ et L/Qp une extension finie assez grande. On a un carré commutatif de
G x 9, -Fréchet

®)Dans le reste du texte, on préférera la notation M[k] avec k € Z pour désigner le L-(¢, N, %, )-module déduit
de M muni de lopérateur de Frobenius p*o.

L action de G sur JL(M) se factorise par un certain quotient G/G(m) ott G(m) = 1 + wPOp et il suffit de
considérer I'entier n de I’énoncé plus grand que cet entier.
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o U~ /
HomL[G](JLE\C}b] ) H%{K(M%r,kc ) Dk)) ’ M®LLLE\?M

o !

b ~ ~ ~ b’
HomL[G](JLE\C} ! Hir(MB, o5 Eprp)) —— C®QpMdR®LLLE\a4 ]

Démonstration. — Notons que pour k = 0, c’est un resultat de [14] que l'on va utiliser. On
commence par montrer I'isomorphisme pour la cohomologie de Hyodo-Kato. L’argument pour
la cohomologie de de Rham est exactement le méme. On choisit L contenant les extensions
quadratiques de @Q@,. On a

9] / >y
HomL[CJ](JLE\?b] ) HlliK(M?)r,kc ;Dy)) = (JLE\?H XL HlllK(Mgr,kc) & Dk,L)G'

Or, si on décompose le membre de droite avant de prendre les invariants sous G, en utilisant la
décomposition de Dy, ; du corollaire on obtient

Higc (MB, 1) ®g, JL(M) @, W,y @, € (W, (L) @ Wi(L)).
~———

0<i<y .
lisse ® dual de lisse i+j=22—]i-1 lisse

-~
algébrique

Les invariants sous G sont en particulier inclus dans les vecteurs tués par I’algebre de Lie g,
qui opere puisque toutes les représentations sont localement algébriques. Or, dans la partie
algébrique, la seule composante qui admet des vecteurs tués par g est W, (L) ®r Wy p(L) et

(W;’b(L) ®r me(L))g:O = [ par le lemme de Schur. Ainsi

a,b / n g=0 n
(JLE\/[ =y Hll{K(MDr,kc) ®Dy)" = Hik( Dric) @g, JL(M)' @ W, .
On en déduit
a,b n o ~ n
Hom ¢ (JLY;" | By (M, .. 3 Di) ®g, L) = Homp g (JL(M) , Hiy (M, ) @0, L) @, (L),
Mais par le résultat dans le cas £ = 0, on a HomL[G](JL(M) ) H}{K(Mgr’c) ®g, L) =
M®&pLL(M) ce qui permet de conclure puisque LLE\Cﬁ[’b] = LL(M) @1 W, . O

Une autre formulation du résultat précédent dans le cas de Rham est la décomposition de la
cohomologie de de Rham a support compact de la tour.

Corollaire 11.2. — On a un isomorphisme de 9y, x G x G-modules lisses

Y
HcliR,c( PMB, o5 Eprg) ©q, L = EB @ ML JLE\?b] 297 LLE\(ZM ®q, C,

0<a<d M€<I>Ni,’
a+b=k+1

a,b]V

ot LLEM est le L-dual localement algébrique de LLE\?b].

Démonstration. — La preuve est la méme que celle de [14], Théoréme 5.8], qui donne le corollaire
dans le cas k = 0. Pour simplifier les notations, notons H(liR o= H<11R c( pMODC;’C ; SDr’k) et H(liR =

H}iR( pMoDoryc ; San). On a une décomposition

H(liR7c - @ @ JLE&b] QL H(liR,c[Mv a, b]

0<a<b Me®dNY
a+b=k+1

Mais comme Hp, , est le C-dual de Hip, Hig [M, a,0] est le C-dual de Hyg [MV[1],1-b,1—a].
Or, on a montré qu’il existe une surjection

Har[MY[1],1 6,1 — a] - Mgg[1] @2 LL(MY[1]) @ W,
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Par dualité, ceci nous donne une injection entre L[G]-modules lisses

Y
P P Moo L ege ¢ < Hig,.

0<a<d ME@N};
a+b=k+1

Montrons que c’est un isomorphisme. Soient a,b € N tels que 0 <a<beta+b=%k+1; on
commence par appliquer le foncteur Homg(w&b, . ) a cette fleche pour obtenir une injection

b
(11.1) P Mo I o LL(M)Y @gy C < Homy(W, ,, Hig,).
Me®N?

Puisqu’on a la décomposition

HéR,c = @ Homg(ﬂa,b ) H(11R7c) QL wa,b

0<a<b
a+b=k+1

il suffit de montrer que 'injection est un isomorphisme; pour cela, soit 7 > 0, prenons
les Gj-invariants des deux cotés de cette inclusion. D’apres le cas k = 0, les deux membres ont
meéme dimension et donc 'inclusion est un isomorphisme entre les Gj-invariants. En passant a la
limite inductive, comme ce sont des représentations lisses, on obtient finalement que 1’inclusion
est un isomorphisme. O

11.2. Représentations supercuspidales de %,

Dans cette partie, on adapte deux lemmes de [14] en poids supérieur. On rappelle qu’on
dit qu'une L-représentation W de ¥, est supercuspidale si la représentation de Weil-Deligne
associée WD(W) est irréductible et N = 0. Rappelons de plus que si M est un L-(p, N,%g,)
module, on note

Xo(M) = (Bt ®gpe M)V=091 0 XT(M) = (BY, gy M)N=07=!

(11.2)
XE (M) = (BE, @gy M)YN=0e" |k > 0.

Le lemme suivant est une généralisation immédiate de [14], Proposition 2.5] en poids supérieur.

Lemme 11.3. — Soit k > 0 un entier. Soit W une L-représentation spéciale ou cuspidale
de %y, de dimension d, et soient M = Dy (W). Si'V est une L-représentation de 9y, , alors :

1. Hompg, (V, Xso(M[=k])) = Homp g, (M[—k]*, Dpst (V).
2. Supposons que M est supercuspidale. Si HomL[ng}(V, Xst(M[—k])) #0 ouV est de dimen-

sion d, alors V est supercuspidale, HomL[g@p}(V, Xst(M)) est de dimension 1 et Dpg (V) =
MI[—k].
Démonstration. — Soit K une extension galoisienne suffisamment grande de Q,. On a des
isomorphismes M = Q' ®k, M9 Dyt (V*) = QU ®k, Dpst(V*)gK et (Bst ®q, V) =

Dpst (V*)?K qui fournissent
Homyjg, |(V, Xst(M[=K])) = (B @gp M @1 V)Y =0.p=p" %,
= (Bgt ®x, M @, V*)N:O,@:pk,%@p — ((Bs ®g, V*)gK ®LeK, MgK)N:O,go:pk,ng
= (Dpst(V*) @pequ M[—k])V=09=1% = Homy g, (M[—K]*, Dpst(V7)).

Ceci prouve le premier point.

Pour le second point, supposons que HomL[ng](V, Xt (M [—k:])) =% 0. Donc par le point
précédent, il existe un morphisme non nul M[—k]* — Dy (V™) qui est injectif puisque M est
irréductible. De plus, comme D (V*) est de dimension < dimy, V* = d on en déduit que ce
morphisme est un isomorphisme, i.e. Dyt (V*) =2 M[—k]*. Ainsi V* et donc V sont cuspidales,
Dyt (V*) = Dpst (V)* et finalement Dyg (V') = M[—E]. O
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a

Si M est un L-(p, N,%p,)-module supercuspidal dont les pentes sont b% et si L est une
L-droite de Mg, rappelons qu’on a

a

—a b
V]\[(;:Z ] = Ker ((M ®@2r Bg})‘p P N Bbfa ®Qp (MdR/£>)

Alors V]\[g”zfa] est une L-représentation supercuspidale de ¥, de dimension 2 a poids de Hodge-
Tate (0,b — a) et Dpg (V]\[%Z_a}) = Mla —b]. Si M est un L-(¢, N,%p,)-module dont les pentes

sont £ on a alors VA[Z’Z] = VEEZ]_Z}(G).

Lemme 11.4. — Soit k > 0 un entier. Soit M un L-(p, N,%y,)-module supercuspidal de

rang 2 et de pentes %

1. HomL[ng](V]{;’Z] , Xot (M[—k —1])) est de dimension 1 sur L sia,b € N sont tels que a+b =
k+1.

2. Si'V est une L-représentation de dimension 2 de 9y, alors, HomL[{;@p](V, XH(M[-k - 1}))

est non nul si et seulement si V = VA[?’Z] pour a,b € N tels que a +b =k + 1 et un unique

L C MyR.

Démonstration. — Le premier point se déduit de l'irréductibilité de V]\[;’Z]. Si V est une L-
représentation de dimension 2 telle que Hom L[gng](V, XftH(M )) 2 0 il resulte du lemme m

~

que V est supercuspidale, que HomL[ng](V, XftH(M )) est de dimension 1 et que Dpg (V*) =
M|~k — 1]*. Ainsi, il existe une filtration sur Myr par des L-modules telle que V = X} (M) N
FﬂkH(Bj{R ®q, M4r) et comme HomL[ng](V, XEY(Mm )) est de dimension 1 on obtient un

plongement de V' dans X**1(M) et donc
V = Ker [XQ*l(M) — (B, ®g, Mar) /Fﬂk“} :
Ainsi, on a V = VJ{;’? pour un unique £ C Mygr, a,b € Ntelsquea <beta+b=Fk+ 1. O

11.3. La conjecture de Breuil-Strauch

Le but de cette partie est d’expliquer comment étendre la conjecture de Breuil-Strauch en
poids supérieur en suivant [12] & partir de [23]. On commence par quelques rappels sur le
changement de poids.

11.3.1. Changement de poids. — On note g l'algebre de Lie de G et on note la base naturelle

de g
0 1 _ 0 0 10 _ 0 0
+_ _ +_ _
i G0 R O R GO R

Soit M un L-(p, N,%g,)-module de rang 2. Dans [12], Colmez associe a M une représentation

localement analytique de G notée II,s et décrit comment on peut en < changer les poids >, i.e.
définir des Hg\?b}. On décrit maintenant la construction de Hg&k] a partir de II,;. Il existe un
unique isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques

0: HM — HM

tel que a™ =ut0, u”™ = —0utO, Dowod = w, ou

w::<(1) é)

De plus, pour tout couple (a,c) € Qg \ {(0,0)}, lapplication (a — ¢d): )y — s est un
isomorphisme. Ceci nous permet, pour tout k € Z, de définir une nouvelle action linéaire de G

sur Il en posant
a b a b
<c d) 0= (—cd+a)k <<c d> -v) )
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On note H[ " a représentation de G ainsi obtenue. Finalement, pour a,b € N, on pose H[a -
E\(}b a} ®p (det)®. Notons que I'on ne suppose pas 0 < a < b dans cette définition. De plus,

on note Hg@i]: = (V[a b}) la L-représentation unitaire et de Banach associée a V]\[;”Z] par la

correspondance de Langlands p-adique. On rappelle les deux propositions suivantes (cf. [12
Théoreme 0.6, Théoreme 0.3, Corollaire 0.4]) :

Proposition 11.5. — Soit M un L-(¢, N,%q, )-module supercuspidal de rang 2 et soient a,b €
N tels que a < b. Alors on a des suites exactes

0 —s lalgH[ayb] Hg\?b] N H[b+1,a+2] — 0,

a,b a,b anttla,b
|y il g

0 — £ @, LLY j—}

0— lalgﬂg\?% — lanﬂg\‘ijb} — HE&H’“H] — 0.

De plus, 811", = (Mg /L)@ LYY et 211" 2 Mg LY. De pius LU et i+

lanHE\Czb]

sont M’reductzbles, i.e. r a deux composantes de Jordan-Hélder.

Rappelons qu’on a défini le petit complexe de de Rham. On le tord maintenant par une
l—a—b
puissance de la norme adaptée (i.e. par ®pr|-|, > ) : pour a,b € N tels que 0 < a < b, avec les
notations introduites en (9.1]), posons

b—a
DRI : op [0, 8] “ W [0, ),

Ce complexe est G x G-équivariant et H!DRYY = =~ Hip (PMB, Qp ) ®q, W, - De plus, on a

Hom ¢ (JL(M) , O {k,0} ®q, L) = (171"

qui est une représentation coadmissible de G. De I'isomorphisme de la proposition On en
déduit la proposition suivante :

Proposition 11.6. — Soit M un L-(p, N,%g,)-module. L’isomorphisme

W,,) = M @, LLEY
Wap) = Mgr YL M

b 1
HomL[G](JLE\L} . Hir("Mpyg,) ®q,
a la propriété que pour toute L-droite L C Mag, limage inverse de L+ dans

Hom ¢ (JLY;" , wisfa, )
est isomorphe a <1anH[a b]> et le petit complexe de de Rham induit la suite exacte

0 — (Hgbw+l,a+2])/ N (lanﬂgai]:>/ N LLE@IJV 0.

11.3.2. L’invariant L. — Soit M un (¢, N,%p,)-module spécial ou cuspidal de rang 2 sur
L ®q, Q) et de pentes (k + 1)/2 olt k& > 0 est un entier positif. On rappelle qu’on note

Myr = (M Qqur Qp)%” qui est un L-espace vectoriel de rang 2. Pour a,b € N tels que a < b et
a+b=Fk+1 et toute L-droite L C Mgyr on définit la représentation galoisienne

Mar ®g, Bip
L &g, t'Big + Mar ®q, "By

V[a " = Ker ((M Oqu B:t)]\[:o’w:p}€+1 —

Alors V]\[;’Z] est une L-représentation spéciale ou cuspidale de dimension 2 a poids de Hodge-

[a,b]

Tate a et b et toute telle représentation est de la forme V, M. bour un couple (M, L). De

plus V]\[;Z] = V[O[Z] Z]( ). Aussi, VJ\[;? = 1\[;/ ZJ si et seulement si (M,a,b,L) = (M',d', 0, L").

Rappelons qu’on note Hg\il’b} = H(V[a b}) la L-représentation unitaire et de Banach associée a
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VJ\[/(ILZ] par la correspondance de Langlands p-adique et on désigne par lanHE\C}b} C Hg\(fl’bé le sous-

espace des vecteurs localement analytiques, qui est un sous-espace de type LB. Enfin, son dual
(1anH531’bé)/ est un espace de Fréchet.

Théoréme 11.7. — Soit I1 une L-représentation unitaire de G qui est absolument irréductible.
Alors
17— ylasb] :
Homg(IT , oy [a, b]) = L ®p JL(M) sz' Il =11, » et M de niveau < n,
0 st II n’est pas de cette forme.
Démonstration. — On peut supposer que II = II(V') ou V est une L-représentation galoisienne

absolument irréductible de dimension 2. Comme on a la décomposition

wiyela,b] = @ wh.la,b][M] @ JL(M),
‘I>N§+b

il suffit de comprendre la multiplicité de II" dans wf, [a,b][M] pour M un (¢, N,%p,)-module
supercuspidal de rang 2 sur L ®q, Q)" et de pentes (a+0b)/2. Alors, d’apres la proposition m
on sait qu’on a un isomorphisme

b ~ b’

HYR(PMB, o, 5 E57)[M] = Mag @ LLYY .

D’apres la proposition [11.6] on obtient pour chaque L-droite £ C Mggr une suite exacte
!/ !/
(11.3) 0— (lann[gyf’}l) — wh [a, b][M] = (Mar/L) ®, LLS - 0.
Or, d’aprés [13] on a (**"II")¢~P 2 [T’ et on en déduit que
Home(I', (" 11%%)") & Home(', (1159 = Home(ml? 11
omg(IT', ( M,E) ) = Homg(IT', ( M7L> ) = Home(ITy; 7., 11).

Ainsi, l'injectivité de la correspondance V' +— II(V) pour les représentations galoisiennes

irréductibles de dimension 2 et le lemme de Schur assurent que

L sivved

0  sinon.

(11.4) Homg(IT', (1anngyﬂ)') S {

De plus, par la compatibilité entre les correspondances de Langlands locales p-adiques et clas-

siques ainsi que lirréductibilité de LLE\%[’b] en tant que représentation localement algébrique,

on a
L siV est de type (M, a,b),

0  sinon.

(11.5) Homg(I', LLEY") {

De ces deux calculs on peut déduire le théoreme.

e Si V n’est pas de type (M, a,b) alors on obtient
Homg(Il', wis,[a, b][M]) = 0.

e Supposons maintenant que V est de type (M, a,b), plus précisément supposons que V' = VJ\[;’Z]l

pour £ C Mgg. On applique le foncteur Homg (IT', - ) & la suite exacte ((11.3) pour £ # L4,
ce qui nous assure d’apres ((11.4) qu’on a une inclusion

Home(I, wi, [a, bl[M]) — Home (I, (Mar /L) 1, LLIEY).

Donc, d’apres 1D Homg(H’ , wh,[a, b][M]) est de L-dimension < 1. On applique mainte-
nant le méme foncteur a la suite exacte (11.3)) pour £ = £;. D’apres (11.4), on en déduit
que

HOHIG(H, ) wgr[av b] [M]) 7& 0,
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et donc que Homg(Il', wf [a,b][M]) est de L-dimension 1. Il reste & justifier que
Homg(Il', w}i [a,b][M]) = £1. Mais on a obtenu la suite exacte

0 = Homg(IT', (*"11%5%)") =5 Homg(I1, wfyla, B[M]) % Home (IV, (Mar /) @1 LLET)

~~ TV
&7, =Myr/L

Or, comme la derniére fleche est induite par I'inclusion naturelle Homg(Il', wii [a, b][M]) <

/
Homg (IU', Mg ®1, LLE\Z’H ), on en déduit une inclusion Homg(Il', wf [a,b][M]) < L et donc
finalement, on a bien montré que

Homg(IT', wp,[a, b][M]) = L.

11.4. Entrelacements supercuspidaux

11.4.1. Multiplicité des V]\[;’Z] dans la cohomologie proétale. — Dans ce paragraphe on va cal-

culer 'entrelacement d’une représentation supercuspidale de 4, de la forme V]{Z’? avec la co-

homologie proétale isotriviale, puis d’une représentation supercuspidale de G de la forme Hg\cﬂv‘.

Comme dans le cas a coefficients constants, la cohomologie proétale contient des représentations
de dimension arbitrairement grande, donc on ne peut pas espérer en général que ’entrelacement
donne une représentation de G qui ait un lien avec la correspondance de Langlands p-adique.
Mais si la représentation galoisienne est de la forme VJ\[Z’Z], alors 'entrelacement est celui espéré,
ce que 'on va montrer dans ce paragraphe. On note 7

HY,[M, a,b] := Homp e (JL(M) , Hy(PM3, ¢ Vi (1))

Corollaire 11.8. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. Si M est un L-(p, N,%,)-module

supercuspidal de pentes aTH’ et de rang 2. Le diagramme commutatif suivant de (G x %, )-espaces

de Fréchet est commutatif :

0 —— t"By&g, O [a, b][M] ——— HL,[M,a,b] —— to X o (MG LU 0

\ " [

—~ ~ —~ !
0 —— *ByBg, O [a, b][M] —— 1°ByRg,wil[a, b][M] — (19By ®g, Mar)&,LLYY —— 0

Démonstration. — Soit M un L-(¢, N,%g, )-module supercuspidal de pentes “TH’ et de rang 2.

On obtient le diagramme en appliquant Z — Z[M] au diagramme du théoréme Comme ce

foncteur est exact, I’exactitude des suites est conservée et de plus :

e Comme l'action de G sur les composantes connexes est donnée par la norme réduite on a
HomL[G](JL(M ), WZOb) = 0 pour tout n € N, ce qui montre que le foncteur tue les deux

termes tout a gauche du diagramme dans le théoreme

e Les deux termes a droite sont donnés par la proposition [11.1

Notons que comme on a

HE(PMES, o5 VS (1) = lim HE(PMB, o5 ViST(1))

ce corollaire et le théoreme impliquent qu’a M fixé, il existe un n € N assez grand tel que

H%)ét [M,a,b] = HomL[G](JL(M) , Hi( PMB, ¢ y%;b](n)). On utilisera librement ce fait dans la

suite.
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Soit k > 0 un entier. Soit M un L-(¢, N,%g, )-module supercuspidal de rang 2 et soient
— .k
Mgr = (C gy M), XE(M) = (BE @y M)*=".

T

Alors Myg est un L-module de rang 2 et X[ (M) est un L-Espace de Banach-Colmez.
Si V est une L-représentation de ¥, , posons

Hp (V) = Hompg, ((V, X§(M)),  Hew(V) = Hompg, |(V, L @q, B).
Alors Hpzx (V') est un L-espace de dimension finie, et Hox (V) = (Bx®q, V*)# est un L-module
de type fini.

Proposition 11.9. — Le diagramme suivant de G-espaces de Fréchet est commutatif :

’
0 — Hep(V(=a) @, OFla, bl[M] — Hompjg, |(V,HL, [M,a,5) —— Harp-a(V(=0)) @ LY —— 0

pét
0 — How(V(=a) ®; OFla, M| — Hop(V(—a) @, wiila M) — Hep(V(-a) @, Marn @, LLE" — 0
Dans ce diagramme, les lignes sont exactes et l'image des fléeches verticales est fermée.

Démonstration. — On doit montrer que le foncteur Hom L[ng}(V, )2 (- @ V)% conserve
I'exactitude des lignes du diagramme [T1.8] L’application naturelle

HY(%g, ; t*By®qg, Of,la, b][M] @1, V*) — HY (Y, ; By®g,w,[a, b][M] @1 V*)
est injective puisqu’on a
HY (%, ; t*By®q, O, [a, b][M] @1, V*) = H (%, ; t*By @q, V*)©LOp,[a, b][M],
H'(%g, ; t"By®q,whla, b][M] @1 V*) = HY(%y, ; t*By ®q, V") @rwi[a, b][M],

car I'application OF [a, b][M] — wp [a,b][M] est injective. Ceci justifie 'exactitude de la ligne
du bas. Par la commutativité du diagramme [11.8/ on en déduit que ’application

HY (%, ; t*By®q, Op.la, b][M] @1 V*) = H (G, ; Hio[M,a,b] @ V*),

pét
est injective. O

La ligne du bas du diagramme du corollaire nous donne
~ ~ ~ /
0 — 1*By@q, O [a, b][M] — 1*By@q,wisla, BI[M] — (t"By ®g, Mar)®LLE — 0.

Si on tord par t™* et que I'on prend les points fixes sous 'action de ¥, on obtient la suite

exacte
uwt b—a . ,
0 — Ogla, 0] 0 s fa, bIM] — Mag @, LLEY 0

de L-représentations de G. On définit la représentation W][\Zbg de G en considérant l'image

!/
inverse de £ ®p, LLE\Z’M dans wgy,[a, b][M] ce qui fournit une suite exacte

0= OF[a,b)[M] = Wil = Loy LY 0.

Soit £+ C M3y Vorthogonal de £ C Mgr pour l'accouplement Mg ®1 Mjp — L et £t =
Min/ L+, Alors on a un isomorphisme canonique £~ &, £ = L.
Proposition 11.10. — On a un isomorphisme
[a,0] ~ (lantyla,b] \/
WM,E = (a HM,L) :
Démonstration. — Ceci découle de la proposition [11.6] O

Proposition 11.11. — On a un isomorphisme

a,b] ~ a,
W2 = Hom g, (Vi Higu[M. 0.1]).
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Démonstration. — Notons H s pour HM,;C(VJ\[;’Z]), He pour Hcvk(V]\[f;’?). D’apres ce qui précede,

Hj; est un L-module de rang 1. On a une inclusion ¢: Hy; < Mgr ®1, Ho qui induit par dualité
t*: Mig ® Hyp — He. Le noyau de cette application contient L+ ®p Hy. Comme M ir est de
rang 2 et Ho est un L-module de rang 1 on en déduit que le noyau de * est £+ ® Hjs et donc
He = £~ On a donc le diagramme

a,b]

0 — L7 Q, Op,[a,b][M] — Hompg, (Vaiy , He[M, a,b]) ————— Lol

! !

0 — L71®, 08 [a,b[M] ———— L@, Wil — 5 1, £®, LU —— 0

ce qui permet de conclure puisque L' @, £ = L. O

11.4.2. Multiplicité des HE\‘}’Z)} dans la cohomologie proétale

Proposition 11.12. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b et n = 0 un entier. Soit 11 une
L-représentation unitaire de G que [’on suppose supercuspidale. Alors
V]\[;Z] R JLBﬁI’b] st 11 = Hg\i[’ﬁ et M de niveau < n,

Homy,((IT"™")’, HY(PMB, o5 Vi, (1)) = {0 sinon

Démonstration. — On a montré l'existence d’'un diagramme de G-Fréchet, pour M supercus-
pidal

0 — 1°ByBa, Op, [a, b][M] —— i [M, a,b] —— X5 (M@ LY — 0

+ " i

~ ~ Y a /
0 — t*By®q, Op,[a, b][M] — t*By&q,wh, [a,b][M] — (1°By ®g, Mar)@rLLET — 0
On en déduit la suite exacte

By_o @0, Mar) ~
(B - Q, dR)@LLLE\(}’b]/ o
X (M)

0— H%)ét [M,a,bl(—a) — Bb_a@)(@pwgr [a, b][M] —

On applique Homg((Hlan)’ , ) a cette suite exacte pour obtenir

Homg((I1*")', i [M, a,b](~a)) =

pét
~ By—o ®0, Mar) ~ abl!
Ker (Homg((ﬂlan)', By a®q,wp; (@, b] [M]) — Homg((Hlan)', (By bﬁ;@p ar) ®LLLE\4’b] )) =
Xst (M)
~ (By-a ®g, Mar)

Ker (Homg((I1*")', wii,[a, b][M])®g,Bs—a — Home((II™")', LLE\?M/) L - ).
Xs “(M)
Or, on sait que

£ osill=1y",

0 sinon.

Homg((ﬂlan)', why,[a, b] [M]) = {

/
Ainsi, on peut supposer que Il = Hg\(i,’bé. Dans ce cas, Homg((Hlan)' , LLE\?H ) est de dimension 1,

ce qui donne

B,_, ®0. M,
Homg((IT"™")', Hll)ét [M,a,b](—a)) = Ker (E ®q, By—a — (B Oy dR))

X5(M)
= X5U(M) N (£ ©g, By_a) = V]\[Z’?(—a).

Cette proposition couplée au corollaire [10.11| nous donne le corollaire suivant :
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Corollaire 11.13. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b etk = a+b—1. Soit I une
L-représentation de G que l’on suppose supercuspidale. Alors

VJ\[/(II,’Z] QL JLE&’H st Il = Hg\aj’bé et M de niveau < n,

Homy (I, HL(PMZ, ~; Vp, (1)) =
L[G]( et( Br.c i Yor el ))) {O st IT n’est pas de cette forme.
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12. Le cas spécial

12.1. La série spéciale p-adique

Dans cette sous-section on fait quelques rappels sur la série spéciale. Soit £ > 0 un entier,
supposons que /p € L si k est pair. On note Spy(k + 1) le (¢, N,%p,)-module défini par

Spr(k+ 1) = Leg @ Ley avec ¢(ey) = p_%eo et p(er) = p‘gel, muni de la monodromie
Nej = e et Neg = 0 et I'action de ¥, est triviale. Pour £ € L, a,b € N tels que 0 < a < b, on

note Vﬁ[a’b] = plol ¢ la L-représentation de ¢, définie par

- SpL(a‘+b)7
(Spz(a+b)) ©@ Biy) >
((eg — Le) ® taBérR +Sp;(a+b)® thCTR)

D’apres [18], c’est une L-représentation semi-stable de dimension 2, & poids de Hodge-Tate

(a,b) telle que Dst(VE[a’b]) = Spy(a+b). La filtration sur Dgg (Vﬁ[a’b]) = Dy (Vﬁ[a’b]) est donnée

par

Vﬁ[a ,0]

= Ker <X:t+b(SpL(a +b)) —

Dar (Vg"b]) sii < —b—1,

i a,b
Fil'Dgr (V[[; }) =\ L(ep — Ley) si —b<i

< —a,
0 si —a+1<z.
Rappelons que, si b # a + 1, la représentation foa’b} est irréductible.
Coté représentations de GG, on note H[g’b] = H(Vﬁ[a’b]) la représentation unitaire de G associée

a Vﬁ[a’b] par la correspondance de Langlands p-adique.

12.2. Cohomologie de de Rham

On va maintenant décrire les cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato en niveau zéro.
La difficulté est que co6té automorphe, on doit calculer un entrelacement dérivé. Cette difficulté
apparalt déja dans les travaux de Schraen, dont on va expliquer et reformuler légerement le
résultat [46]. Notons Z(G, L) l'algebre des distributions localement analytiques sur G a valeurs
dans L. On travaillera dans la catégorie dérivée des modules sur 2(G, L) de caractére central
fixé et on note Hom les homomorphismes dans cette catégorie : c’est en particulier le H? du
bifoncteur dérivé RHom. De méme, on note ExtlL[é] le groupe des extensions dans la catégorie
des 2(G, L)-modules a caractere central fixé.

Proposition 12.1. — L’isomorphisme de Hyodo-Kato
RT4r ("M, q,) @@, Wap = RIux(PMp, o, ) ©q, Wy,
munit le complexe de de Rham d’une structure de p-module filtré et on a un isomorphisme de
p-modules filtrés
Hom (T2 (1], REm(MS), 0,) g, W) = Dy (VE).

Pour commencer, expliquons le résultat de Schraen qui s’obtient en remplagant 16mH[g’b} par
E[g’b], dont on a parlé précédemment, mais aussi pMODr g, bar Qpr @, L’isomorphisme signifie
que le terme de gauche est isomorphe & un complexe concentré en degré 0, qui est le (¢, N)-
module filtré associé a la représentation galoisienne Vﬁ[a’b] que 'on a explicité plus haut. Le
(¢, N)-module sous-jacent n’est autre que Sp;(a + b) et la filtration est définie par £. Sur le
membre de gauche, la filtration est définie par la filtration sur le complexe de de Rham et les
autres structures sont explicités dans la proposition.

12.2.1. Rappels du résultat de Schraen. — Dans ce paragraphe, on explique le résultat princi-
pal de [46], mais en tordant par une puissance du déterminant ce qui ne change rien & I’argument.
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Proposition 12.2. — On a un isomorphisme de w-modules filtrés

Hom ((E[E,b])/[fl] , RFdR(QDr’Qp) ®q, Ea,b) ~ D, <V£[a,b]) .

On commence par rappeler plusieurs résultats préliminaires démontrés dans [46] :
Lemme 12.3. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b, alors

° ExtL[G}(W;b(L) E[a’b]) est un L-espace vectoriel de dimension 1,

° HomL[G}(StLaLg, E[a b]) est un L-espace vectoriel de dimension 1,

e [application naturelle ExtlL[é](l, St(on;) — ExtlL[G](W;b(L), Stza;)g), ot les extensions sont
considérées dans la catégorie des L-représentations localement algébriques de G, est un iso-
morphisme,

e limage de Uapplication naturelle Ext!

(Wry(L), Sten) — Exty o (Way (L), Sth) =

LG
Hom( b L) est la L-droite engendrée par vp,.
Démonstration. — Le premier point est le contenu de [46, Corollaire 4.11].

]

Le second point provient de la description des composantes de Jordan-Hélder de E[g’b .
Le troisieme point est le contenu de [46], Proposition 4.14].
Le dernier point est le contenu de [46], Corollaire 4.16]. O

On explique maintenant la preuve de la proposition en suivant la démonstration de [46
Théoreme 5.3].
Démonstration. — Le complexe de de Rham de Qp, g, se scinde et s’écrit RI4r(Qpr,g,) =
Hik (r,) ® Hig (pr0,)[—1]. Or Hig(Qprg,) = Qp et Hig(Qprg,) = (StF)' Ainsi, il est
naturel de définir le complexe de L-représentations localement algébriques

Hy (L) = Wap (1) @ St 1),
qui est isomorphe & RI4r (Qpr,g,) ®q, Wap(L). Ainsi, on obtient que

D = Hom (3" [-1], #l*" g, L) = Dy & Dy,
ou
e Dy = Exti[G]((Z[g’b})/, Wa7b(L)) & Ext LG ](W;b(L), E[g’b}) qui est un L-espace vectoriel de

dimension 1 d’apres le lemme [12.3

e Dy = Hompiz((2 sl b}) (Stlcizg),) = HomL[@](Stlaazg, Z[a b]) qui est un L-espace vectoriel de

dimension 1 d’apres le lemme

On munit D d’une structure de p-module en posant ¢ = p~ 2 sur Dy et ¢ == p~ e

sur D;.
Schraen munit alors D d’une structure de (¢, N)-module en définissant un opérateur
N: D1 — Dgy que 'on va expliciter. Soit f € Dj non nul que 'on Voit comme une application

L-linéaire non nulle f: Stlalg — Z%’b]. Alors N(f) est I'image de — vp par l'application induite
par f
1 X lal 1 [a,b]
ExtL[G]( (L), Staa,bg<L)) = BExt [G]( H(L), 207,
D’apres le dernier point du lemme N(f) # 0, ce qui ﬁnlt la démonstration que D =
Spr(a+b).
Le dernier point & éclaircir est la filtration. On définit une filtration sur H[%! (L) par
‘ RL4r (Q0r,q,) ®g, Wap(L) sii<—b—1,
Fil'RL4r (Qpr,0,) ®0, Wap(L) = 0 — wf [a,b] si —b<i< —a,
0 sit> —a+1.

Ainsi, pour i un entier tel que —b < i < —a, on obtient

RHom( (2% [—1], Fil'Ho (k) @, L) = HomL[@]((E[g’b})/, (Stlem)’).
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D’apreés le lemme [12.3] cet entrelacement est un L-espace vectoriel de dimension 1. Notons
L -v C D l'image de cette L-droite dans D. On écrit 'image de v comme vy + vy avec v; € D;.
Alors I’élément v est donné par la fleche duale

2’ (5) = (s’

ol j est I'inclusion naturelle j: Stﬁg — E[g’b]. Schraen montre alors que N (vq) est I’élément v,
Pour vy, il s’agit de I'image du cocycle — log, par la fleche

ExtlL[é]( ;71)([/), St}fﬁ}) — Exti[é]( ;,b(L)a E[g’b}),

Or, dans ce dernier espace on a —log, = Lv, et donc v = v; + LN (v1) dans D, ce qui conclut
que la filtration est bien celle de DdR(V}/a’b]). O

12.2.2. Preuve de la proposition [12.1, — Premiérement, remarquons que la version unitaire
de la proposition s’obtient en tordant les représentations par la bonne puissance de la
norme. Pour résumer, il faut justifier deux choses pour obtenir la proposition [12.1] & partir de
la proposition12.2] On doit montrer :

1. que I'on obtient bien le (¢, N)-module Spy(a + b) lorsqu’on calcule I'entrelacement avec la
cohomologie de Hyodo-Kato de pM%r Qp

2. que l'on obtient le méme résultat en remplagant E[g’b] par 1a’“l'[%’b}.

Pour le premier point on veut montrer que
7b / ~Y
Hom ((¢")[-1], RTux ("M, q,) ©g, W, ;) = Spp(a +b).

Mais 'isomorphisme de Hyodo-Kato nous assure dans ce cas que le complexe de Hyodo-Kato
est scindé et donc on a un isomorphisme RIyk(Qprg,) = Hik(Qoro,) ® Hik(Qoro,)[—1]-

Montrons que les Frobenius coincident. D’apres [35, Theorem 6.3], ¢ = 1 sur H}, (Qpr,g,) et

k on en déduit que

sur H%K(QDr@p) ®q, f)k(l) on a @? = p Rt et sur H%{K(QDr@p) ®q, f)k(l) on a p? = p k.

Finalement, il vient que sur le complexe de Hyodo-Kato isotrivial Rk (Q2pr,q, ) ®q,W 4 5, associé
a+b+1

R b - _

a Vi onap = p~ "5 sur Hyy (Qrg,) ©, Wy et 9 =p~ =5 sur Hige (Dro,) 9, W,
Il reste & montrer que la monodromie n’est pas nulle. La monodromie nous donne un endomor-

phisme de complexes N : Rtk (Qpr,0,) — RITHx (2pr,,). Cet endomorphisme est G-équivariant

et la relation Ny = ppN et les valeurs du Frobenius nous assurent que NV est une fleche de dégré

1,ie. N € Ext(l@ [@](HEK(QDT,Qp) , HOHK(QDr,Qp)). Pour justifier que N n’est pas nul, il suffit de
P

choisir un sous-groupe de Schottky cocompact I' C PSL2(Q)) et de considérer Xt = Qp, g, /T,
qui est une courbe compacte, naturellement munie d’'un modele a réduction semi-stable. On sait
d’apres [22] que Nr: Hiy (Xr) — Hi (XT) n’est pas nul. De plus, on a un quasi-isomorphisme

RI(T", RTuk (2prq,)) = RIuk (X1).

@ = p sur Hll{K(QDryQp). Comme sur Dy, pour k=a+b—1 on a 02 =p-

Mais la fonctorialité de la cohomologie de Hyodo-Kato nous dit que I'opérateur de monodromie
Nr: RI'yk (X1) — RIuk (Xr) est induit par 'opérateur de monodromie N ; en particulier si N
était nul, Nr serait nul, ce qui n’est pas le cas. Puisque EXt}@p[G}(HIl‘IK(QDryQp) , H%K(QDr@p)) o~

Extéj [ é](l , Stg> ) on remarque d’apres le lemme[12.3|que cette classe est donnée par la valuation
p p

p-adique v, ce qui est en accord avec ce qui se passe dans la preuve de Schraen. Ceci permet
de conclure que les (¢, N)-modules sont isomorphes.

Pour le second point, on utilise la suite exacte

(I S ) | (R - ()
Ainsi, il suffit de montrer que

Hom ((B,,)'[-1], RFdR(pMODr,@p) ®q, W, ) =0.
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Mais puisque le complexe de de Rham est scindé, on écrit cet entrelacement dérivé comme la
somme directe

HOHIL[G}(Sta b Bb a) 57 EXtL[G](WZ,b ) Ebya)v

ou on rappelle que les entrelacements et extensions sont considérés dans la catégorie des L-
représentations localement analytiques a caractere central fixé. Le terme de droite, le groupe
des extensions, est nul d’apres le lemme Il est clair que le terme de gauche est nul.

Ceci acheve la démonstration de la proposition [12.1

O
12.3. Entrelacements automorphes
Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :
Théoréme 12.4. — Soient a,b € N tels que 0 < a+ 1 < b. Soit Il une L-représentation de

Banach unitaire, admissible et absolument irréductible de G. Alors, en tant que L-représentation

de%@pxéona

a,b . a,b
V[ ] szH:H[£ },

0 st I1 n’est pas de cette forme.

HomL[G]((Hlan) Hll)et( Dr C V][;rb]( ))) = {

On déduit alors directement du corollaire [[0.11] le corollaire suivant :

Corollaire 12.5. — Soient a,b € N tels que 0 < a+ 1 < b. Soit Il une L-représentation de
Banach unitaire, admissible et absolument irréductible de G. Alors

a,b . a,b
V[ ] SZH:H[L },

Hom I, HL(PMY, V[a Y1) =
L[G]( e( Dr,¢ (1 ))) 0 si I n’est pas de cette forme.

Remarque 12.6. — Dans le cas ou b = a + 1, le théoreme et son corollaire ne tiennent plus.
Dans ce cas, la cohomologie (pro)étale est le dual d’une représentation de Steinberg irréductible
et 'entrelacement est non nul si et seulement si II, supposée absolument irréductible, est la
Steinberg en question. L’entrelacement, lorsqu’il n’est pas nul, est la représentation L(a). Pour
obtenir un résultat ayant un lien avec la correspondance de Langlands p-adique, il faut d’une
part considérer des représentations indécomposables, puisque les représentations spéciales de
poids (a,a + 1) sont réductibles et, d’autre part, remplacer le premier groupe de cohomologie
par le complexe tout entier en prenant un Hom dérivé. Le phénomene qui se produit ici est
que les deux morceaux de la représentation sont répartis entre le H? et le H! ; c’est ce que ’on
précisera dans la proposition

Comme les notations sont un peu lourdes, on les allegera dans les preuves en introduisant

b

pet[a b] pet( MDr C V][[)lr ](1))7
12.3.1. Réduction de l’entrelacement dérivé. — On commence par un lemme pour montrer
qu’on peut se ramener au calcul dans la catégorie dérivée. L’argument repose sur le calcul des
H;et( MDr s V[a b](l)) qui sont tous nuls sauf si ¢ = 1, ainsi 'entrelacement dérivé se réduit
a l'entrelacement avec le HII)ét puisque la suite spectrale sous-jacente dégénere des la seconde
page.
Lemme 12.7. — Soient a,b € N tels que 0 < a+ 1 < b et soit Il une L-représentation de
Banach unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Hom (11", Hie(PMY, o3 ViS"(1))) = Hom ((IT™)'[1], RTpee "M, 3 V5 (1)),

ot Hom désigne les morphismes dans la catégorie dérivée des Z(G, L)-modules de caractére
central fixé.

Remarque 12.8. — Dans le cas ot b = a + 1, le H? n’est pas nul et ce résultat est faux. La
magie dans le cas des coefficients non-triviaux est que toute 'information du complexe proétale
est contenue dans le premier groupe de cohomologie.
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R )
= Hpet

("MO, o5 ViEI(1)) et

RIper = R PMY, Yo V[a b]( 1)). On a une suite spectrale qui calcule le terme de droite

, 1 an i i+j an
B B () Hiy) = HORHom((I0 1], R,

Démonstration. — Pour simplifier les notations, notons H;et

Or, puisque H? . = 0 si i # 0 d’apres [10.6], cette suite spectrale est concentrée sur la ligne i = 1

pét
et dégénere des la seconde page. On en déduit le résultat, puisque le seul terme qui contribue
au H & droite est HomL[G]((Hlan) Hll)et) O

12.3.2. Le cas 11 = H[a oA partir de la définition de la cohomologie syntomique et de

I'isomorphisme de comparaison, on déduit de la proposition la proposition suivante. En
combinant cette proposition au lemme précédent, on obtient la premiere partie du théoreme

124
Théoréme 12.9. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b, alors
Hom ((*11")'[-1], REpei( "M, 5 Vi) = vl
Démonstration. — Pour alléger les notations, on note Il = H[a o et RTI'? le complexe de cohomo-

logie isotrivial de MDr,C a coefficients dans ygr }( 1) pour ? € {dR, pét, syn, HK}. On commence
par calculer I'entrelacement dans la cohomologie syntomique et on rappelle que par définition
on a un triangle distingué

Rlgyn — (RTuk®g,BH)" " — (RIur®q, By ) /Fil'.
On étend les scalaires de cette suite a L puis on applique RHom( (Hlan)/, ) D’apres la propo-
sition [2.T] on a
Hom ((I1"")'[~1], RTyk) = Dy (V*"),
Hom ((Hlan),[—l] , RFdR) = DdR(V[[:a’b]).
On en déduit la suite exacte
0 — Hom ((I1"™)'[-1], RTg) — X (Dst(vﬁ[“’b])) — X (Dd (V) )) JFiLL.

Or, la derniere fleche provient de Iinclusion naturelle X} ( (V[a b])> — Xy (DdR(Vﬁ[a’b])).
Ainsi, la définition de V[[:a’b} assure que
Hom ((T1™")[~1], RT'y) = VI*'L

Mais la suite spectrale E;J qui calcule le terme de gauche est nulle en dehors des lignes ¢ = 0,1
en vertu du corollaire Finalement, le théoréme nous donne un isomorphisme

Hom ((I1%")'[~1], Rlgyn) = Hom ((T1'*")", RT4),

ce qui acheve la preuve. O

12.3.3. Fxclusivité. — On montre maintenant la seconde partie du théoreme.

Proposition 12.10. — Soient a,b € N tels que 0 < a + 1 < b. Soit II une L-représentation
]

de Banach unitaire admissible absolument irréductible de G. Si Il n’est pas de la forme H[g’b ,
alors

HomL[G]((Hlan) Hrl)et( Dr cH y[a b]( ))) = 0.

Démonstration. — On utilise le diagramme fondamental dans le cas spécial qui nous assure
qu’on a un plongement fermé

Hpeqla, b] < why[a, b].
De plus, la dualité de Morita assure que w [a, b] = (Stlan) et donc on obtient un plongement

fermé

(12.1) Hom c((T1™") , Hg [a, b]) — Hom (St , T0o0).

pet [
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Montrons que si II'*& = 0, alors HomL[G](&}ffg, Hlan) = 0. Puisqu’on a la suite exacte

+b a
0— Stlalg — Stlan L, By, — 0,

et que I’IOIHL[G}(Stila})g‘7 Hlan) HomL[G](Stlalg Hlalg) — 0, on en déduit que
HomL[G}(StLaE(L) y Hlan) o HomL[G](ﬁb,a , Hlan) )

Il faut justifier que Hompg)(By 4 , 1'**) = 0. Soit B, , — II'*" une application L-lindaire, conti-
nue et G-équivariante. Par la propriété universelle du complété unitaire universel, la composée
B, — I8 — T se factorise & travers le complété unitaire universel de By, - Or, ce complété
est nul d’apres le critere donné par [25, Lemma 2.1] et donc la fleche initiale B, , — a0 est
nulle.

Supposons que HomL[G]((Hlan)’, pet[ ]) # 0. On a montré que I8 =£ 0, ce qui

signifie que le socle de TI'™ est contenu dans IT'%8. On déduit de Dinjection que
HomL[G](S b Hlan) # 0. Soit f: Stlan 1" une application non nulle. Le Socle de Stlan

Dbqg,

est &L bg mais comme f # 0 et HomL[G](ﬁbﬂ, Hlan) = 0, cette application se restreint en
une application non nulle &ﬁg — IT'™" qui est injective puisque &La%)g est irréductible. Cette

application induit, en composant avec Iinjection II"*" < II, une injection Stlalg — II. Mais

d’apres [17), Theorem 1.3], les complétés unitaires admissibles absolument 1rreduct1bles de Stlalg

sont les H[g’b] et on en déduit qu’il existe un £ € L tel que H[g LSS

O
12.3.4. Le cas réductible. — Dans le cas ou b = a + 1 les représentations Vﬁ[a’b} et H[g’b] sont
réductibles et le théoréme [12.4] et son corollaire tombent en défaut sous cette forme. En effet,
comme Hpct[a, b] # 0 dans ce cas, les arguments du paragraphe |12.3.1| tombent en défaut.
Néanmoins, a partir de la proposition [12.9] on peut toutefois calculer la multiplicité d’une
représentation indécomposable de G dans le complexe de cohomologie étale et obtenir le résultat
attendu. On n’obtient qu'une exclusivité partielle que ’on énonce a 1’aide de la théorie des blocs
de Paskunas (cf. [40]).

Proposition 12.11. — Soient a,b € N tels que 0 < a < b. Soit II une L-représentation
indécomposable de longueur finie de G, alors

[avb] y [avb}
Hom (H’[ 1], Rret(pMDrC, V][grb]( ))) _ Ve 32. IT est de la forme I1,"", |
0 si I n’est pas dans le bloc de la Steinberg.
Démonstration. — On a démontré ce résultat dans le cas ot b # a 4+ 1 donc on peut supposer

b=a+1 et méme a = 0 quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique ce qui
revient a travailler a coefficients constants. Notons simplement H, = HY [0, 1], alors la suite
spectrale

7 . _ »
Ey’: Ext) o (I, Hy) = H™RHom(Il'[~1], Rl

nous donne la suite exacte courte

0 — BExty ~(I', HY) — Hom (II'[-1], RI) — Hompg (I, Hg) — 0,

L[G}(
ou H¢; = Hom (H’[—l] , RFét). Puisque Hgt >~ L(1) et Hét = (St%),, la suite exacte ci-dessus
s’écrit

0 — HY(G; ) (1) - He — Homp (St} , IT) — 0.

e Si II n’est pas dans le bloc de la Steinberg, alors HomL[G](St%, H) = 0 et comme la

représentation triviale est aussi dans ce bloc, on obtient Hl(G; H) = 0. Ainsi Hg; = 0 dans
ce cas.
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e Supposons maintenant que Il = H[EO’H pour £ € L. On obtient la méme suite exacte que

précédemment pour la cohomologie proétale :

0 — HY(G; ") (1) — Hpg — Homyg)((II™), Hiy) — 0.

Montrons que HomL[G}((Hlan)/, Hllj ét) >~ Hom L[G](St%o, Hlan). On a une fleche naturelle, qui
1

provient de la suite exacte pour Hpét7

/
Homy (1), ) — Hom (St 1),
Pour montrer que cette fleche est un isomorphisme on considere le diagramme commutatif
suivant :

Homp (I, Hy, ) ——— Hompg(St},, 1)

! |

HomL[G}((Hlan)/v Hl;) —— Homp (St IT'an)

La fleche horizontale en haut est un isomorphisme, puisque Hét = (St%)/. Comme St% est le
complété unitaire universel de St et II celui de IT'*" d’apres [13], la fleche verticale de droite
est un isomorphisme. Finalement, d’apres le corollaire la fleche verticale de gauche est
un isomorphisme. On en déduit que la fleche horizontale en bas est un isomorphisme, comme
on voulait.

D’apres le théoréme on sait que Hpg; = E[O’l] et on obtient un diagramme commutatif,
“,-équivariant a lignes exactes

0 —— HYG; II)(1) He, Homp g (St} , II) ——— 0
0 —— HY(G; 1) (1) v Homp(g)(St5°, ") —— 0

Pour justifier que la fleche verticale de gauche est bien injective, il faut montrer qu’une
extension de L par II, qui se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques, est
scindée. Supposons que E est une L-représentation de Banach unitaire de GG, extension de L
par II :

O—-II—E—L—DO0.

Supposons que cette extension se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques,
i.e. B2 = [T2" @y [, On prend maintenant le complété unitaire universel pour obtenir E 22
II® L (cf. [13]), c’est-a-dire que I'extension initiale était scindée.

De plus, notons que HomL[G](Stzo, H) est un L-espace vectoriel de dimension 1 et donc
Hl(G; Hlan) est un L-espace vectoriel de dimension 1. Mais a partir du diagramme, on ob-
tient de plus que HI(G ; H) est un L-espace vectoriel de dimension 1 puisque s’il était nul,

. . C . P 0,1 . . . R
on obtiendrait une injection %y, -équivariante L — Vé A e qui est impossible. Les fleches
verticales dans le diagramme ci-dessus sont donc des isomorphismes et on a bien démontré

~ 10,1
que Hyg = [[: ].
O
Remarque 12.12. — En utilisant le résultat principal de [32], on peut préciser les cas d’an-
nulation dans le bloc de la Steinberg.
12.4. Entrelacement des Vﬁ[a’b]
12.4.1. Le diagramme fondamental. — On commence par rappeler la forme que prend le dia-

gramme dans ce cas. Rappelons que JL(Sp(k)) est une L-représentation de dimension 1, donnée
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[ab]  ~ i

par la norme réduite et donc que JLSp(a ) =

ab(L). On note en particulier

l—a—b

O, [a,b] == O {a—b+1,1—a}®q, L-|det| 2,
wgr[ B =00 {b—a+1,1-b}®q, L-|det| 5
pet [a b] HomL[é}(wa,bﬁ Hpet(MDr Cs Sym VDr( )))

ou la norme est considérée comme un caractere a valeurs dans L. Rappelons qu’on a de plus
I'isomorphisme de Morita w%r [a,b] = (Stlan) . La proposition est la suivante, elle découle direc-
tement du théoréeme [9.71

Proposition 12.13. — Soit k+1 = a+b. On a un diagramme commutatif, 9y, x G-équivariant
d’espaces de Fréchet dont les lignes sont exactes

0— Ea,b ®Qp2 taUQ,b_aJ’_l — (’)%r[a,b] Q taBb E— H ] (&ilbg)’@(@ﬁ taUg,b_a_l — 0

clas
J | [ j

0 —— W,, ®g, t*By —— O [a,0]Bg, 1By — w,[a,b]@g, "By, —— (Sti¥)' &g, t*By — 0
Les fleches verticales sont toutes des injections d’images fermés.

12.4.2. Rappels sur les presque-C-représentations. — Pour calculer la multiplicité d’un Vga’b]
dans la cohomologie proétale on va devoir calculer I’entrelacement de ces représentations avec
les espaces de Banach-Colmez qui apparaissent dans le diagramme ci-dessus. Pour ce faire, on
va considérer les espaces comme des presque-C-représentations et utiliser les résultats de [29]
que I'on rappelle brievement. On note C = C(%g,) la catégorie des presque-C-représentations.
Si X est une presque-C-représentation, on lui associe sa dimension principale d(X) € N et sa
hauteur h(X) € Z. Alors, si X et Y sont des presque-C-représentations, les groupes Ext; (X, Y)
sont des (Qp-espaces vectoriels de dimension finie, nuls si n > 3, et pour ¢ = 0,1,2, on a une
dualité parfaite
Ext(X,Y) x Ext2 (Y, X (1)) — Qp,
o X (1) est le tordue de X par le caractere cyclotomique. De plus, on a une formule d’Euler-
Poincaré qui s’écrit x(X,Y) = —h(X)h(Y) ou
2
X(X,Y) =) (—1)" dimg, Ext;(X,Y).
i=0

Par exemple, t*Uy ;441 est une presque-C-représentation de hauteur 2 et de dimension prin-
cipale b — a et t®By est une presque-C-représentation de hauteur 0 et de dimension principale
b—a. On note C* la sous-catégorie de C des presque-C-représentations effectives ; rappelons que
t%Ug p—q+1 est une presque-C-représentation effective

On peut réinterpréter les presque-C-représentations en termes de fibrés sur la courbe Xpp =
Xrr,c. Notons M la catégorie des Opp = Oxpp-modules cohérents %@p—équivariants sur la
courbe. Cette catégorie a une théorie des pentes de Harder-Narasimhan et on peut considérer
la sous catégorie Mt C M des fibrés effectifs, i.e. ceux qui sont de pentes positives (cf. [27]).
On rappelle le théoreme A de [30] sous la forme d’une proposition.

Proposition 12.14. — Il existe un foncteur F — F(Xpp) de sections globales, a valeurs
dans C qui induit une équivalence de catégories M+ = CT.

12.4.3. Les L-presque-C-représentations. — Dans le diagramme, ce n’est pas vraiment
t*Ug p—q4+1 mais plutot t*Usp_qi1(L) = t*Usp_qt1 ®qQ,» L qui apparait; c’est une presque-
C-représentation de L-hauteur 1 et de dimension principale % -(b—a +1). De méme,
on note t*Usp_q—1(L) = t*Ugp_q—1 ®Q,2 L mais aussi t*By(L) = t“By ®q, L qui est une
presque-C-représentation de L-hauteur 0 et de dimension principale [L: Qp] - b — a. On insiste
sur le fait que dans la définition de t*By(L) et de t*Usg p_q+1(L), les produits tensoriels ne sont
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pas au-dessus du méme corps et espérons que ces notations ne portent pas a confusion. En
particulier, on a une injection de presque-C-représentations t*Usgp_q41(L) — t*By(L) dont le

quotient t*By(L)/t*Ug p—q+1(L) est de L-hauteur —1 et de dimension principale LQQP] (b—a+1)
alors que la suite exacte fondamentale pour t*Usgj_,1 s’écrit

0 — Qpatt2 — t"Usp g1 — t*Bp — 0.

Pour cela on introduit Cy, la catégorie des L-presque-C-représentations qui sont aussi munies
d’une structure de L-espace vectoriel muni d’une L-hauteur A, et d’'une dimension principale d,
qui est la méme que celle de C. Si X et Y sont des L-presque-C-représentations, les groupes
ExtgL (X,Y) sont des L-espaces vectoriels de dimension finie, nuls si n > 3 et pour i = 0,1, 2,
on a une dualité parfaite

Extg, (X,Y) x Extg (Y, X (1)) — L.

De plus, on a une formule d’Euler-Poincaré qui s’écrit x1.(X,Y) = —hr(X)hr(Y) ou
2

XL(X,Y) = (~1)"dimp Ext}, (X,Y).
=0

Tout ceci découle directement des résultats pour C. On commence par rappeler un lemme qui

nous servira a démontrer un lemme technique.

Lemme 12.15. — Soit V = Vﬁ[a’b] et U € {t*Usgp_qi1(L), t*Byp, t*By /t*Us p_qi1(L)}. Alors

Extg (V,U) = 0.
Démonstration. — 11 suffit de montrer le résultat pour a = 0, quitte a tordre par t*. En utilisant
la dualité de Poincaré, il suffit de montrer que HomcL(U, V) = 0. Commencons par le montrer

pour U = Uy 1. C’est une presque-C-représentation effective et on utilise la proposition
On a

HY(Xpr; O(52)) = Usprr, HYXpp; O®q, V) = V.
Or, comme HTl > 0,
HomXFF(O(g) , 0 ®q, V) =0

Ainsi, d’apres la proposition|12.14} a fortiori HOmC(U27b+1 , V) = 0 et de méme HomcL(Ug,bH(L) , V) = 0.
Pour U = By, comme on a une surjection Up ;1 — By on en déduit une injection

Home(By, V) < Home(Usgpy1, V) =0,
et donc Homc(Bb, V) = 0 et de méme HomcL(Bb(L), V) = (. Finalement, la surjection
By(L) — By(L)/Us (L) donne I'injection
Home, (By(L)/Usp+1(L), V) < Home, (By(L), V) =0,
ce qui démontre que HomCL(Bb(L)/UZ;,H(L) , V) =0. a

Lemme 12.16. — Soit V = Vﬁ[a’b]. Alors on a

1. HomL[ng](V, t“Ug’b,aH(L)) est un L-espace vectoriel de dimension 1,
2. HomL[ng](V, taUQ’b_a_l(L)) est un L-espace vectoriel de dimension 1,
3. HomL[ng](V, t"By(L)) et Extthp](V, t"By(L)) sont des L-espaces vectoriels de dimen-
ston 1.
4. ExtlL[%Q ](V, taUgjb_a_H(L)) est un L-espace vectoriel de dimension 3,
Tp
5. HomL[ng](V, t*By(L)/t*Usp_q+1(L)) est un L-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration. — Dans la preuve, les Hom et Ext sont tous dans la catégorie Cr, que l'on
omettra des indices. Supposons que a = 0; le cas a > 0 s’en déduit directement en tordant par
un caractere.
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Rappelons que Dy (V*) = Spy (b)* = Lejy @ Let avec @(ef) = pttD/2es p(er) = pb=D/2ex,
Nej = e} et Net = 0. De plus, BY, = Bl[u] avec Nu = —1 et ¢(u) = p. On commence par
remarquer que, comme V est semi-stable, on a

~ « N=0 %
V" @, Ber = (Spr(b)" ®gy By)" = e1Ber(L) @ (€f + ue])Bar(L),

ce qui donne
b+1

I

2:
V* ®@p (B;’;)‘P P

(Bcr(L>)‘P2:p
Ve sg, (B = (Ba(L)”

e (Ba(L)”
=1 ® (Bcr(L)>(p2:p2.

. . . P2=p~2 P2 =p? .
Ceci nous donne les points 1 et 2 puisque (Be(L)) et (Ber(L)) n’ont pas d’inva-
2__
riants sous ¢, et les invariants sous %, de (Bct(L))w = sont L.
Passons au point 3. Comme V est de Rham on a
V* @ By(L) = Fil’ (Dar(V*) ®1 Bar(L)) /Fil’ (Dar(V*) @1 Bar(L)).

On choisit une base compatible avec la filtration Dgr(V*) = Lf, @ Lfo, ce qui donne

Fil®(Dar(V*) ®g, Bar) =t *fiBIR (L) & foBir (L),

Fil’(Dar(V*) ®q, Bar) = fiBiR(L) & t* foBlr (L)
Donc V* ®q, By = fbt*bBb @ foBp, dont la premiere composante n’a pas d’invariant sous
%, et la seconde a exactement L comme invariants sous ¥, ; ainsi Hom(V, Bb(L)) =
L. Pour la seconde partie du troisieme point on remarque que xr(V,B;) = 0 mais

comme par le lemme (12.15 Ext*(V, By(L)) = 0 ce qui donne dimy Ext'(V, By(L)) =
dimy, Hom(V, Bb(L)) =1, ce qui finit la preuve du troisieéme point.

Pour le quatrieme point, la formule d’Euler-Poincaré donne xr(V,Uspii1(L)) = —2.
Le lemme [12.15] donne EXt2(V,U27b+1(L)) = 0. Donc dimLExtl(V,Ug’bH(L)) =

2 — dimz Hom(V , Usp41(L)) = 2 en vertu du premier point.

Le dernier point est plus délicat. La formule d’Euler-Poincaré nous assure que
xo(V,By(L)/Uzpy1(L)) =2
et, par le lemme Ext2(V, Bb(L)/UQ,b+1(L)) =0, ce qui donne
dimy, Hom(V', By(L)/Uzpt1(L)) = 2 + dimy, Ext}(V, By(L)/Usps1(L)).

Il reste & montrer Ext'(V', By(L)/Uszp11(L)) = 0. On applique Hom(V', - ) & la suite exacte
courte

0— U27b+1(L) — Bb(L) — U275+1(L)/Bb(L) — 0,
pour obtenir la suite exacte

Ext'(V', Ugps1(L)) — Ext!(V, By(L)) — Ext!(V, By(L)/Usps1) — 0,

ou le zéro & droite provient de I’annulation de ExtQ(V , Ug,bH(L)) donnée par le lemme |12.15
Il suffit de montrer que ’application

Ext'(V, Usp1(L)) — Ext!(V, By(L))

est surjective. On applique maintenant Hom(V, . ) a la suite exacte fondamentale (& laquelle
on a appliqué - ®Q, L)

0— L-t57't = Usppa(L) = By®qg, L —0,
pour obtenir la suite exacte

Ext!{(V', Uspi1(L)) = Ext'(V, By®q , L) = Ext*(V, L-#57't).
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Mais par la dualité Eth(V, L- tg) = Horn(L “ta, V(l)) = 0 puisque les deux représentations
sont irréductibles et ne sont pas isomorphes et ainsi Extl(V, U27b+1(L)) — Extl(V, By ®Q,2

L) est surjective. Il suffit de montrer que 'application naturelle
1 1
Ext (V, Bb(L)) — Ext (V, By ®q,» L)

est un isomorphisme; elle est induite par la surjection naturelle p: By ®q, L = By(L) —
B, ®Q,2 L. 1l existe o/ € B;{R et a € L tel que le noyau de p soit engendré par e :=a’ ® 1 —
1® a, i.e. Kerp = e - By(L). Notons que %0, agit non-trivialement sur e au travers de son
quotient non-ramifié ¥p, — Z/27Z. Par la méme méthode que pour le point 3, montrons que
Hom(V, Ker p) = 0. En gardant les mémes notations, on obtient

V* ®q, Kerp = efyt "By(L) @ efoBy(L),
qui n’a pas d’invariant sous ¢, puisqu’il agit non-trivialement sur e au travers d’un quotient
fini. Ainsi on obtient que Hom(V', By(L)) = Hom(V , B, ®Q,2 L) et que Extl(V, By(L)) —
Extl(V, By ®Q,» L) est injective. Mais comme la caractéristique d’Euler-Poincaré est nulle
. 2 £ Yois 1
et que le lemme [12.15| donne 'annulation du Ext“, on en déduit que Ext (V, By ®@p2 L) est
de L-dimension 1, ce qui permet de conclure qu’on a un isomorphisme Extl(V, By ®Q, L) =

Extl(V, Bb(L)) ; ceci acheve la preuve du lemme.
]

12.4.4. Multiplicité des Vﬁ[a’b]. — On passe maintenant au calcul de la multiplicité d’une

représentation de la forme Vga’b} dans la cohomologie proétale isotriviale du demi-plan p-adique.

Plus précisément, I’énoncé que I'on va démontrer est le suivant :

Théoréme 12.17. — Soient a,b € N tels que 0 < a+ 1 < b,
b 1 0 . b ~ NJAY
Hompy, (VS , Hi(PMD, o3 VEI(1)) 2 (E27) @ W, .

Remarquons quun W, ;, apparait en plus de ce que I’on veut mais lorsqu’on prend les vecteurs
G-bornés, il disparait. Fixons donc a, b € N tels que 0 < a < b. Pour démontrer cette proposition,
on va commencer par modifier légerement le diagramme de la proposition [12.13] en prenant le
quotient par le terme de gauche. Pour simplifier le diagramme, posons

Op,[a,0]®q, "By 19By (L)

Y = 5 L) = —_——
Wb @1t Uspqr1(L) QL) t*Usp—qt1(L)

ceci donne la suite exacte

OY la,b] ~
(12.2) 0= W,,®LQ(L) =Y — %@LtCLBb(L) - 0.
a,b

On obtient le diagramme commutatif suivant de L-espaces de Fréchet, a lignes et colonnes
exactes :

Wap @1 QL) W, ®L QL)
0 Y » HLla, b ——— (St) @rt*Usp_a 1 (L) — 0

[al J j

0 —~ ~ ~
0 — %@LtGBb(L) — w [a, BBt By(L) —— (St2F) BLt*By(L) —— 0

On se donne £ € L. On va maintenant appliquer HomL[ng](VE[“’b], . ) a ce diagramme.

Posons ,
E2 = :[—IOIHL[{?QP](‘/Lga7 ) y Q(L))7
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qui est un L-espace vectoriel de dimension 2 d’apres le 5 du lemme [T2.16] On obtient la propo-
sition suivante :

Proposition 12.18. — On a un diagramme commutatif de L-représentations localement ana-
lytiques de G, a lignes et colonnes exactes
W, ®L B W ®L Eo

0 —— Hompg, (VI ¥) —— Hompg, (VI HLy 0, b]) — (St%) —— 0

l l |

0 Ol W, la, b ———— (8t) —— 0

—a,b

Démonstration. — Soit V = V[a Y On commence par utiliser le 3 du lemme [12.16| pour obte-
nir les termes de la ligne du bas puisque HomL[ng}(V, t“Bb(L)) est un L-espace vectoriel de
dimension 1. De méme, le 2 du lemme [12.16| nous donne

HomL[g@p](Vv (&Lﬁg)/@LtaUlbfafl(L)) = (&f,%g)/'

De plus, la derniere fleche verticale obtenue est injective et c¢’est donc un isomorphisme car
&ﬁg est irréductible. Il reste a démontrer la surjectivité des fleches obtenues. Pour la fleche
horizontale en bas a gauche ceci découle de ce qu’il n’y a pas de morphisme G-équivariant
non-nul (&ﬁg)/ — % parce que ces L-représentations sont les duaux de L-représentations
irréductibles non—isorgorphes De méme, pour la surjectivité de la fleche verticale en bas a
gauche, on doit justifier que la fleche

oY Op,la, b

1 .
Wa7b — EXtL[ng](V, Q(L)) QL E@ba

0P [a,b]
Wa b
est irréductible et n’est pas isomorphe a W, ;,, donc la fleche ci-dessus est nulle. On conclut par

obtenue en appliquant Hom L, ]( ) a la suite exacte (|12.2]), est nulle. Or, on sait que

le lemme du serpent pour obtenir que la fleche verticale Hom L%, ](V Hpet [a, b]) — wd [a,b] est
surjective. O

12.4.5. Preuve du théoréme — On peut maintenant démontrer le théoreme On
note Hy := Homyg, }(V[a ’ H;et[ b]). Comme w) [a,b] = (Stlan) , la colonne du milieu dans

le diagramme précédent fourmt une suite exacte

(12.3) 0= W,,®; By — He — (Sti*2)" — 0.

Il suffit d’analyser la classe de l'extension que l'on obtient ici. Pour commencer, on ap-
plique HomL[G]((&ﬁ?)/, . ) au diagramme de la proposition [12.18] Rappelons de plus que
Extl[G]((Stlan) , Wa,b) = ExtlL[G}( b &lan) =~ Hom( . L) qui est un L-espace vectoriel
de dimension 2. Ainsi, il suffit de montrer que 'extension ((12.3)) est celle que l'on veut. Ainsi,
I'extension précédente nous donne un sous-espace L -e C P Hom( b s L)) correspondant a

HomL[gQ ](V[[:a’b} pet [a, b]) et on veut montrer qu’il n’est pas nul et que par l'identification

IP’(Hom( s L)) >~ P!(L) du paragraphe il correspond & L € L.
Soit £1 € L C PY(L) et considérons I'extension non-scindée associée & £ :

(124) 0— W ab N (E[Eavb])/ N (Stlan)/ 0.

Alors, d’apres le théoreme et comme les actions de ¢4, et G' commutent sur H!
en déduit que

a, b, on

pét [

1

Hompg((Z5:")", He) 2 Homp g, (VA" , Hompg(Z£")", Higla,b]))

L Siﬁlzﬁ,
0 sifli#L.
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En particulier, 'extension ((12.3)) ne peut pas étre triviale et il reste a justifier que ce n’est
< ’b . .

pas l'extension universelle. L’extension universelle (Z[a ])/ est I'unique extension de (Z[Ea’b])/

par W, , et comme Exti[@}(ww; Ea’b) = 0, c’est bien une extension de (Z[Ea’b])/ par E%.

Slad . . .

Rappelons que (Z[a ])/ est indépendant de £, mais pour tout £ € L on a un quotient

Slasdb . . C e Slad

(Z[a ])/ — (E[gl’b]),. Ainsi on ne peut pas avoir d’injection (E[Ea’b})/ — (Z[a ])/ et donc en

Slab . p
vertu de I'entrelacement calculé ci-dessus, Hp # (z[ﬁa ])/. Finalement, on a montré que

He= (24 o w,,
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13. Fin de la preuve

Rappelons que nos efforts précédents ont abouti au théoreme suivant :

Théoréme 13.1. — Soit 11 une L-représentation spéciale ou cuspidale. Alors
[avb] L[a:b} ; H — H[avb] t M d N <
Homy (I, Hg( "M, ¢ s Sym Vp,(1))) = Vare @1 Mg ” ML € o e s 1
’ 0 si IT n’est pas du type ci-dessus.

Soient a,b des entiers tels que 0 < a < b et soit M un L-(¢, N,%g,) module spécial ou

cuspidal de pentes GTH’ libre de rang 2 sur L ®g, Q,". On conserve les notations des paragraphes

précédents. On rappelle que 'on note

Helt [Mv a, b] = HomL[G}(JL(M) 9 Hét( pMODC;,C ; yl[;;b] (1)))

Corollaire 13.2. — Si L est une L-droite de Mygr, alors
;b ~ !
Homy g, |(Vary » Hy[M, a,0]) = 1%

En particulier cet entrelacement n’est pas nul.

Démonstration. — On sait d’apres le théoreme|10.1|que HomL[ng](V]\[;’? ) Hét (M, a, b]) est 'en-
semble des vecteurs G-bornés de HomL[ng}(VA;’z] , H%)ét [M ,a,b]). Or, cet espace s’identifie a

!/
lanﬂg\(y’b} et le résultat est clair puisque HE\Z’% est le complété unitaire universel de 13“115\(2’?}5. O

Théoréme 13.3. — Soit V' une L-représentation de 9g,. Alors,

1. HomL[ng](V, Hét( Proi SymVDr(l))) £ 0 si et seulement s’il existe a,b € N tel que a < b
et L C Myr tel que V]\[;’? soit un quotient de V.
2. Le L-Banach Hg\(;jb](V) = Homy (V, HL[M,a, b]), est admissible, de longueur finie en

[a,b]
M,C

Yoy
tant que représentation de G, et ses facteurs de Jordan-Hélder sont isomorphes a des 11
pour certains L C MyR.

On en déduit que la cohomologie étale p-adique a coefficients isotriviaux encode la cor-
respondance de Langlands locale p-adique pour les représentations spéciales et supercuspi-
dales de dimension 2. En particulier, le socle de Hét( Dr,C 3 SymVDr(l)) ne contient que des
représentations spéciales ou supercuspidales de dimension 2 de poids (a,b).

Corollaire 13.4. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de 9g, de dimen-
sion = 2.

1. S5i 'V est spéciale ou supercuspidale, de dimension 2,
Homppy, (V) Hy(M5, o s Sym Vp, (1)) 2 (V) @ JLE(V).
2. Dans tous les autres cas,

HomLWQp](V, HE (M, o5 Sym Vp,(1))) = 0.

On démontre maintenant le théoréme [13.3l
Démonstration. — Montrons que si V' est une L-représentation absolument irréductible de 4,
de dimension > 3 alors

Homg, (V, HE(MF, ¢ ; Sym Vi, (1))) = 0.
On raisonne par contradiction en supposant le contraire. Posons
(V) = Homg, (V, Hg(MF, s Sym Vi, (1)),

qui définit une L-représentation de Banach contenant un réseau que ’on note ITT (V') et dont la
réduction modulo I'idéal maximal my, de Oy, est de longueur finie, par le théoreme de finitude,
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donc admissible. Ainsi II(V') est une L-représentation de Banach unitaire admissible et de
longueur finie. On peut donc supposer que II(V') contient une L-représentation de Banach
unitaire, admissible et absolument irréductible que ’on note II. On en déduit une injection
V < Homg(IT', H( Dr,c 3 Sym Vp.(1))) ce qui est une contradiction. O
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