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Résumé. — Colmez, Dospinescu et Niziot démontrent que les seules représentations p-adiques
de Gal(Q,/Qp) qui apparaissent dans la cohomologie étale p-adique de la tour de revétements du
demi-plan de Drinfeld sont les représentations cuspidales (i.e. potentiellement semi-stables, dont
la représentation de Weil-Deligne associée est irréductible) de dimension 2, & poids de Hodge-
Tate 0 et 1 et que leur multiplicité est donnée par la correspondance de Langlands p-adique.
Nous étendons ce résultat en poids quelconque, en considérant la cohomologie étale p-adique a
coefficients dans les puissances symétriques du systéme local universel sur la tour de Drinfeld. Une
différence notable est que toutes les représentations potentiellement semi-stables de dimension 2
non cristabélines, pas seulement les cuspidales, apparaissent avec les multiplicités attendues. Le
point clé est que les systéemes locaux que ’on considére sont particulierement simples : ce sont
des < opers isotriviaux > sur une courbe. Nous donnons une recette pour calculer la cohomologie
proétale de tels systemes locaux a partir de la cohomologie de Hyodo-Kato de la courbe et du
complexe de de Rham du fibré plat filtré associé au systéme local.

Abstract. — Colmez, Dospinescu and Niziol have shown that the only p-adic representations
of Gal(Qp/Q,) appearing in the p-adic étale cohomology of the coverings of Drinfeld’s half-plane
are the 2-dimensional cuspidal representations (i.e. potentially semi-stable, whose associated Weil-
Deligne representation is irreducible) with Hodge-Tate weights 0 and 1 and their multiplicities
are given by the p-adic Langlands correspondence. We generalise this result to arbitrary weights,
by considering the p-adic étale cohomology with coefficients in the symmetric powers of the uni-
versal local system on Drinfeld’s tower. A novelty is the appearance of potentially semistable
2-dimensional non-cristabelian representations, with expected multiplicity. The key point is that
the local systems we consider turn out to be particularly simple: they are “isotrivial opers” on
a curve. We develop a recipe to compute the proétale cohomology of such a local system using
the Hyodo-Kato cohomology of the curve and the de Rham complex of the flat filtered bundle
associated to the local system.
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1. Introduction

Soit p un nombre premier, soient %, = Gal(Q,/Qp) le groupe de Galois absolu de Q,,
"0, C %, le groupe de Weil, #%g, le groupe de Weil-Deligne et G := GL2(Q)). Soit L une
extension finie de Q,, que 'on suppose assez grand et qui sera notre corps des coefficients ;
on parle d’une L-représentation pour désigner une représentation sur un L-espace vectoriel. La
correspondance de Langlands locale p-adique fait correspondre les L-représentations continues
de dimension 2 de ¥, et les L-représentations Banachiques de G. Cet article est consacré
a la poursuite du programme de géométrisation de cette correspondance, initié par Colmez,
Dospinescu et Niziol dans [11], sur le modele de la correspondance classique. Plus précisément,
on étend les résultats de [11] aux représentations de de Rham de poids quelconque en utilisant
des coefficients non triviaux.

1.1. Les revétements du demi-plan de Drinfeld et son systéme local

On note C le complété d'une cloture algébrique de Qp, @p le complété de 'extension maximale
non ramifiée de Q, et Zp son anneau des entiers.

Soit D l'algebre de quaternion non scindée sur Q,, i.e. l'unique corps gauche tel que
invg,D = % On note Op C D l'unique ordre maximal de D, wp € Op une uniformisante et

G := D* le groupe des éléments inversibles de D.
Le demi-plan p-adique de Drinfeld est défini comme

Ho, = P}@p \ PY(Q@p).

Cet espace admet naturellement une structure d’espace analytique rigide sur @, et une action
de G par homographie, compatible avec cette structure. Le théoréeme de représentabilité de
Drinfeld (¢f. [22]) donne une interprétation modulaire de cet espace. Plus précisément, il définit
un espace formel .#Zp, sur Zp a partir d’'un probleme de modules de quasi-isogénies de certains
Op-modules formels, les Op-modules formels spéciauz. On note 1\710 = 1\7[@}7 ®@p C ou M@p est
la fibre générique de .#p,. D’apres le théoréeme de Drinfeld, les composantes connexes de Mc
s’identifient alors a He¢ = Hg, ®q, C'; plus précisément, 1\710 = He X Z en décomposant suivant
la hauteur de la quasi-isogénie du probleme de modules.

Le probléeme de modules fournit alors un Op-module formel spécial universel sur .#p, dont
le module de Tate définit un Z,-systeme local étale de rang 4 sur Me que l'on note VBr.
Pour n > 1 un entier, on définit M’é, le n-ieme étage de la tour de Drinfeld qui trivialise le
systeme local de torsion Vﬁr Jw?,. Cest un revétement galoisien de MY, := M de groupe de
Galois O /(1 +w@}Op) et donc en particulier ¢’est un C-espace analytique rigide qui est Stein.
On note 1\7[8? le systéme projectif non complété des N/[g L’espace 1\7[?; est muni d’une action de
#q, compatible avec son action sur C'; il est donc muni d'une action de #g, X G' x G. De plus,
les fleches de transition Mg“ — Mg sont équivariantes sous 'action de ces trois groupes.

On a un morphisme v: #g, x G x G — Q, donné par rec ® det™! @ nrd ol det est le
déterminant de G, nrd la norme réduite de G et rec: Yo, — Q; le morphisme de réciprocité
donné par le quotient #g, — WQ?‘;D et I'isomorphisme du corps de classe V/(Q?b =~ Q, normalisé
de sorte que le Frobenius arithmétique soit envoyé sur p. Rappelons que ’ensemble prodiscret
0 (MOCO) = gnn 7r0(1\7[’é) des composantes connexes de la tour est un espace homogene principal

sous l'action de Q et que I'action de #g, X G X G sur ces composantes connexes est donnée

par v (cf. le numéro [7.3.2)).
Pour H® une théorie cohomologique (i.e. contravariante) raisonnable, en particulier celle de

de Rham ou de Hyodo-Kato, on pose
(V) = lim H* (V).

MDans ce texte, ceci signifiera que L contient toutes les extensions quadratiques de Q.
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En inversant p, on définit un Q,-systeme local étale sur Mc¢ et ses revétements, par Vp, =
VBr ®z, Qp. Ce systeme local est #y, x G x G-équivariant. Le systeme local qui nous intéresse
est la Q,-algebre symétrique associée a ce systeme local, soit

Sym Vp, = @ Sym@p Vbr.
k>0

Notons qu’il admet un réseau SymVBr défini de facon similaire, mais qui n’est pas stable
sous Paction de G et G. On définit finalement V, puis sa L-algébre symétrique SymV, en
appliquant L ®q, - & Vp, puis en tordant par un L-caractere lisse approprié pour rendre I’action
de p € G triviale. Ces systémes locaux ont naturellement des réseaux que 1’on note V* et Sym V+
respectivement. On peut alors définir la cohomologie (pro)étale de Sym V, qui est naturellement
un L-espace vectoriel muni d’une action de #g, x G x G.

1.2. Cohomologie étale du systeme local p-adique et correspondance de Langlands
p-adique

1.2.1. Représentations de de Rham et objets associés. — Rappelons que 'on note L notre
corps des coefficients, qui est une extension finie de Q,. On suppose que L est assez gros, en
particulier, qu’il contient 'extension quadratique non-ramifiée de @, et on fixe une injection
D < My(L) donnant G' < GLa(L). On définit

P+ = {()\1,)\2) S N2 | Ao > A\ = 0},

que 'on appelle, dans notre contexte, I’ensemble des poids positifs réguliers. AXe P, on associe
Al = A1+ X2 € Net w(A) = A2 — A1 € N. Si V est une L-représentation de de Rham de ¢,
de dimension 2, dont les poids de Hodge-Tate A1 et Ag sont tels que A = (A1, \2) € Py, on dit
simplement que V est a poids A et on lui associe les objets suivants :

e Un L-(¢, N,%g,) module de rang 2 sur L ®q, Q,", défini par

. %
Dysi(V) = hﬂ (V ®Qp Bst) o
[K:Qp]<oo

e Une L-représentation WD(V') :== WD(Dys(V)[1]) de #%g, obtenue par la recette de Fon-
taine (cf. [26]), o [k| signifie que 1’'on multiplie Iaction du Frobenius ¢ par p*.

e Une L-représentation localement algébrique irréductible LL'*8(V) de G définie de la facon sui-
vante : par la correspondance de Langlands locale, on associe & WD(V') une L-représentation
lisse irréductible (de dimension infinie) de G notée LL*°(V') := LL(WD(V')) puis, a partir du
poids A, on pose

Wi = Sym NV @ detM,  LLRE(V) = LL®(V) @, W3,
ol Syml}j est la puissance symétrique k-ieme de la L-représentation réguliere de G, i.e. celle

obtenue en faisant agir naturellement G sur L?.

e Une L-représentation localement algébrique irréductible JL'8(V) de G définie de la facon
suivante : par la correspondance de Jacquet-Langlands locale, on associe a LL* (V) une L-
représentation lisse irréductible (de dimension finie) de G notée JL>®(V) := JL(LL>®(V))
puis, & partir du poids A, on pose

Wy = Sym? M @nrdM,  JLRE(V) = JL®(V) @f, Wa,
ou Symlz est la puissance symétrique k-itme de la L-représentation réguliere de G, identifiée
a un sous-groupe de GLa(L).

e Une L-représentation unitaire continue II(V') de G' obtenue par la correspondance de Lan-
glands p-adique dont on note II(V)’ le dual (stéréotypique).
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Notons que les représentations LL#8 (V) et JL!*8(V) ne dépendent que du L-(¢, N, %o, )-module
Dt (V) et du poids A. Un point fondamental est la relation entre TI(V') et LL!8(V) : les vecteurs
localement algébriques de TI(V) sont précisément LL™8(V), i.e.

H(V)lalg — LLlalg(V).

On continue & supposer que V est a poids réguliers positifs. On dit que :

o V est cuspidale si WD(V') est absolument irréductible ou, de maniere équivalente, si LL*°(V)
est cuspidale en tant que L-représentation lisse. Dans ce cas, N = 0 sur Dy (V), ce qui
signifie que V est potentiellement cristalline,

o V est spéciale si N # 0 (ce qui signifie que N est d’ordre maximal puisque Dpg (V') est
de rang 2) ou, de maniere équivalente, si LL°(V') est le tordue par un caractere lisse de la
L-représentation de Steinberg lisse de G. Dans ce cas, V est semi-stable & torsion pres, non
cristabéline et JL>°(V') est un caractere lisse : ces dernieres propriétés impliquent elles aussi
que V est spéciale.

Notons que si V' est cuspidale ou spéciale, alors V' est absolument irréductible sauf si V est
spéciale et w(A) =1 .

1.2.2. Résultat principal. — On peut maintenant énoncer le résultat principal :
Théoréme 1.1. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de %g, de dimen-
sion = 2.

1. SiV est de dimension 2 et spéciale ou cuspidale alors, en tant que L-représentation de Gx G,
on a un isomorphisme topologique

Homy, (V, Hi(Mg ; Sym V(1)) = T(V)' @, JL&(V).
2. Dans tous les autres cas

Homye, (1, HA(N¥ ; Sym (1)) = 0.

Remarque 1.2. —

e On définit Hét(l\u/lg? ; Sym V(1)) = Bpen lim HY( % %, Symf§ V(1)) plutdt que la cohomologie
étale prise directement dans Sym V(1). De plus, on se restreint ici aux poids positifs mais en
considérant hgim Hét(M%O ; Sym V(1 — m)), on pourrait supprimer cette hypothese.

e Pour Sym9 V(1) = Q,(1) (i.e pour des coefficients constants) ce résultat a été démontré dans
[11]. Le théoreme [1.1) répond & la question posée dans [11, Remarque 0.3(ii)] ; une différence
importante est ce qui se passe en niveau 0 ot ’on voit apparaitre des représentations spéciales
irréductibles au lieu de caracteres. Le traitement de ce cas utilise des techniques dérivées

comme on ’explique au paragraphe

e On retrouve le fait frappant de [11, Remarque 0.3(i)] que la cohomologie étale du systéme
local H}at(M"C0 ; Sym V(l)) est de Hodge-Tate avec les poids attendus, comme si M¢¥ était une
courbe algébrique.

e En suivant [13], il est probablement possible de déterminer la structure complete du # g, x
G x G-module Hét(l\v/[(‘éf> 5 Sym V(l)) sous la forme d’une décomposition factorisée a la Emerton
p
(cf. [24]). Nous espérons y revenir dans un travail ultérieur.

La structure de la preuve est similaire a celle de [11] sauf dans le cas spécial (cf. la sec-
tion ; une différence essentielle est que 'on doit remplacer les théoremes de comparaison
pour les coefficients triviaux par des théoréemes de comparaison pour les systemes locaux (nos
systemes locaux sont tres particuliers, ce qui nous permet de nous rattacher au cas des coeffi-
cients triviaux plutét que de prouver un théoréeme de comparaison a partir de zéro). Les étapes
sont les suivantes :
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e La fleche naturelle Hét(l\v/lg? ; SymV(1)) < Héét(l\v/lg? ; Sym V(1)) identifie la cohomologie étale
au sous-espace des vecteurs G-bornés; en particulier, cette fleche est injective. Symbolique-
ment, on écrira

(1.1) HY(ME 5 Sym V(1)) = HL, (M 3 Sym V(1)) “™.

L’argument est tres similaire a celui pour les coefficients triviaux (¢f. [11, Proposition 2.12]),
sur lequel il repose, mais une petite différence est que Hét(l\v/[oco, Sym V+(1)) contient de la

torsion.

e On a une décomposition du L-systeme local

(1.2) SymV = @ Vi@, Wy,
AepP+t

obtenue a partir de la combinatoire des foncteurs de Schur. Dans cette décomposition, les
V) sont des L-systemes locaux G-équivariants sur lesquels G opére trivialement. On obtient
donc une décomposition similaire de la cohomologie proétale.

e Les L-systemes locaux V) sont des opers p-adiques isotriviauz, ce qui permet de décrire leur
cohomologie proétale en termes de formes différentielles et de la relier aux cohomologies de
de Rham et de Hyodo-Kato de l'espace. Ce diagramme fondamental reliant les différentes
cohomologies sera décrit plus en détail dans la section de 'introduction.

Le premier point nous ramene & calculer Homy/@p(V, Hll)ét(l\v/loco ; Sym V(l))) dont on considere
ensuite les vecteurs G-bornés pour obtenir le premier point du théoreme Le calcul de
cette multiplicité dans la cohomologie proétale est extrémement différent dans le cas spécial
et cuspidal. Pour le second point du théoreme on suit argument de [13, Théoréme 5.10]
qui est un peu moins technique que la preuve de [11, Théoreme 2.15]. Cet argument repose
sur une variante du théoreme [1.1] ou on calcule une multiplicité G-équivariante plutot que
galoisienne (théoréme ci-dessous). De plus, ce théoreme est une étape essentielle dans le
calcul de la multiplicité d’une représentation spéciale dans la cohomologie proétale. Si Il est une
L-représentation unitaire de Banach de G' de longueur finie, on note V(II) la représentation de
%o, qui lui est associée par le foncteur V de Colmez (cf. [7]). Supposons que II est telle que ses
vecteurs localement algébriques s’écrivent

Hlalg > WL HOO,

ou W est une L-représentation algébrique de G et II° une L-représentation lisse de G, alors on
dit que
e II est cuspidale (ou cuspidale) si II°° n’est pas nul et cuspidale; ceci est équivalent & ce que

V(II) soit cuspidale,
o II est spéciale si II*° est une représentation de Steinberg lisse tordue par un caractere lisse.
En particulier, si IT est spéciale ou cuspidale, alors IT'®8 £ 0 et donc V(II) est de Rham & poids
de Hodge-Tate distincts.
Théoréme 1.3. — Soit Il une L-représentation de Banach unitaire admissible absolument
irréductible de G.

1. Si Il est spéciale ou cuspidale, on a un isomorphisme de L-représentations de #f, X G,
Homg(IT', HL(ME ; Sym V(1)) = V(II) @, JL&(V(ID)).
2. Dans tous les autres cas,

Homg(TI', HY (M ; Sym V(1)) = 0.

Le calcul dans le cas cuspidal est & peu de choses pres le méme que celui de [11]. Premiérement,
la cohomologie de Hyodo-Kato de la tour est décrite dans [11]. A partir de [21], on utilise un
argument de changement de poids expliqué dans [9] pour obtenir la conjecture de Breuil-Strauch
en poids supérieurs, ce qui permet de décrire le complexe de de Rham associé a V) en tant que
représentation de G x G. Le calcul se fait ensuite & partir du diagramme fondamental.
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1.2.3. Le cas spécial. — Le calcul dans le cas spécial est tres différent.

Tout d’abord, on utilise le résultat de la these de Schraen (cf. [42]) pour obtenir la multiplicité
dérivée du dual des vecteurs localement analytiques d’une représentation de la forme II(V),
pour V une représentation spéciale, dans le complexe de de Rham. Définissons cette catégorie
dérivée. On note Z(G, L) 'anneau des distributions localement analytiques sur G a coefficients
dans L et on considere la catégorie dérivée des (G, L)-modules & caractére central fixé; on
note alors Hom les homorphismes dans cette catégorie dérivée.

Pour IT une L-représentation de G on note IT*" la sous-représentation des vecteurs localement
analytiques et (IT'®")" son dual stéréotypique, qui est un Z(G, L)-module. On note (I1'#")’[—1]
I’objet de cette catégorie dérivée concentré en degrée 1 et on note RFdR(M%O; SymV(l)) le
complexe de de Rham de la tour de Drinfeld associé au systeme local ; ce complexe définit un
élément de la catégorie dérivée en question. La version du résultat de Schraen que 'on démontre
est la suivante.

Proposition 1.4. — Soit V' une L-représentation spéciale de 9g,. Alors, on a un isomor-
phisme de (p, N)-modules filtrés munis d’une action de #%g, x G

Hom ((IL(V)!*")/[~1], RT4r(M ; Sym V(1)) = Dpst(V) @7 JLE(V).

Remarque 1.5. — e La structure de (¢, N)-module filtré sur I'entrelacement dérivé provient
du complexe de de Rham. L’isomorphisme de Hyodo-Kato munit le complexe de de Rham
d’une structure de (p, N)-module filtré (dérivé) et la filtration est la filtration de de Rham.

e L’action de G apparait ici naturellement contrairement & [42]. Par ailleurs, la partie algébrique
provient du systeme local, et considérer la tour 1\713? plutot que le demi-plan permet d’obtenir
les torsions par les caracteéres lisses de G.

e En réalité, ce ne sont pas vraiment les vecteurs localement analytiques de II(V) qui ap-
paraissent dans les calculs de Schraen, mais une représentation plus petite. Lorsque V est
spéciale, TI(V)12" a 4 composantes de Jordan-Holder. Schraen considére une L-représentation
de G faisant intervenir 3 de ces 4 composantes et on montre que la derniére composante (une
série principale localement analytique) n’intervient pas dans la cohomologie, ce qui permet
d’adapter le résultat comme déja annoncé dans [42, Remarque 5.5].

On utilise le théoréeme de comparaison proétale-syntomique a coefficients isotriviaux pour se
ramener a un calcul syntomique (le complexe syntomique est construit a partir du complexe
de Hyodo-Kato et du complexe de de Rham par une version dérivée de la recette de Fontaine
(¢f. [15]) pour construire une représentation galoisienne a partir d’'un (¢, N)-module filtré). On
déduit de la proposition le résultat suivant :

Théoréme 1.6. — Soit V une L-représentation spéciale de 9g,, on a un isomorphisme de
L-représentations de #g, X G

Hom ((TI(V)®)'[~1], RTpe(ME ; Sym V(1)) = V @, JL8(V),

Enfin, en considérant les vecteurs G-bornés et en invoquant (|1.1)), on obtient le théoréme sui-
vant, o Hom est cette fois considéré dans la catégorie dérivée des L[G]-modules topologiques
a caractere central fixé :

Théoréme 1.7. — Soit V une L-représentation spéciale de 9g,, on a un isomorphisme de
L-représentations de #g, X G

Hom (IL(V)'[~1], RTx(Mg; Sym V(1)) = V @, JL¥8(V).

Remarque 1.8. — o Siw(\) #1,0n a
Hpe (M 5 V(1)) =0,

pét

et dans ce cas le premier point du théoréme [1.3] est équivalent au théoreme
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e Si w(\) = 1, ce qui correspond au cas des coefficients triviaux (a torsion pres par un ca-
ractere), le théoreme est un analogue d’un résultat de Dat (cf. [18]) selon lequel les
représentations réductibles sont encodées dans le complexe et non dans un seul groupe de
cohomologie. On obtient donc un renforcement de [11] puisque les méthodes dérivées font
sortir des représentations réductibles de la bonne dimension au lieu des caracteres.

1.3. Opers p-adiques isotriviaux sur les courbes Stein

Discutons maintenant de la premiere partie de cet article, qui concerne la cohomologie de
certains systemes locaux p-adiques sur les courbes Stein sur K ; < Stein sur K > signifie < rigide
Stein lisse sur K >. On se restreint a une classe tres restrictive de systemes locaux dont on sait
définir une cohomologie de Hyodo-Kato et donc une cohomologie syntomique qui se compare a
la cohomologie proétale du systeme local.

Soit O un anneau a valuation discrete complet de caractéristique mixte. On note K son
corps des fractions, k := Og /mg son corps résiduel que 'on suppose parfait et Ky C K la sous-
extension maximale non-ramifiée. On note B;fR I’anneau des périodes de de Rham et Bgr =
Frac(BJ;) son corps des fractions. C’est un anneau filtré muni d’une action de “q,- La filtration
est donnée par une uniformisante t € FillBa“R qui est définie & partir de € = (1, (p, (2, ... ), une
suite compatible de racines p"-itmes de I'unité, par ¢ = log([¢]). De méme, B, désigne ’anneau
des périodes cristallines : il est muni d’un Frobenius ¢ et d'une action de 4p,. On a Bl = B [u]
et on étend le Frobenius par ¢(u) = pu et on définit la monodromie par N(u) = —1. On définit
le morphisme ¢: B}, — BCTR par u — u, = log([p’]/p) et ce plongement munit B/, d’une action
de 9p,. Ces anneaux admettent des versions faisceautiques pour la topologie proétale qui sont
définies dans [40] et que l'on utilisera librement dans ce texte.

1.3.1. Systémes locaux isotriviaur. — Soit X un schéma formel semi-stable sur Ok, on note
Xk lespace rigide associé que 'on suppose lisse sur K et X la fibre spéciale de X. Soit V
un Q,-systeme local proétale de Rham sur Xg. D’apres Scholze et Brinon (cf. [40] et [6]), on
associe & V un fibré plat filtré & = (£,V,Fil*) (cf. définition [2.4).

On note B¢, = B, x, le faisceau proétale des périodes cristallines sur Xx (c¢f. [45]). On dit
que V est isotrivial cristallin s’il existe un isocristal D sur k et un isomorphisme ¢-équivariant,
de faisceaux proétales sur Xy,

\% ®Qp ]Bcr =D ®K0 ]Bcr-

Dans ce cas, £ = D ®g, Ox, et donc les seules données qui varient sont la filtration et la
connexion sur £. Sous l'isomorphisme £ = D ®g, Ox,, si la connexion prend la forme V =
id ® d, on dit que le systéme local est fortement isotrivial. L’intérét est que les systemes locaux
universels sur les espaces de Rapoport-Zink sont fortement isotriviaux : ¢’est une réinterprétation
d’un théoreme de Rapoport et Zink (c¢f. [37, Proposition 5.15]). En particulier, ce sont ces
exemples qui ont motivé notre définition d’isotrivial. On démontre que les systéemes locaux
isotriviaux forment une catégorie Tannakienne pour le foncteur fibre V ~» D, ce qui permet de
considérer des produits tensoriels et des foncteurs de Schur de systemes locaux isotriviaux.
Pour associer une suite exacte fondamentale a V, on définit le faisceau proétale

Xcr<D) = (D ®K, Bcr)¢:1v

que 'on peut voir comme un espace de Banach-Colmez relatif. Pour la partie de Rham, on
a le faisceau des périodes Bgr et on a déja mentionné la construction de Scholze et Brinon
Vs € =(€,V,Fil®). A partir de la, on peut définir le faisceau proétale

XdR(g) =D ®K0 BdR;

qui est muni d’une filtration introduite par celle de £ et que 'on peut définir a partir de OBgyg,
le gros faisceau des périodes. On a une inclusion X (D) — Xgr (€, V, Fil®).

Proposition 1.9. — Soit V un systeme local étale p-adique fortement isotrivial sur Xg. Soit
D le p-module sur Ky associé a V et (€,V,Fil®) le fibré plat filtré associé a V. Alors, on a une
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suite exacte de faisceaux proétales sur X

0—V = X (D) = Xqr(€)/Fil° — 0.

1.3.2. Cohomologie syntomique géométrique. — On garde les notations précédentes et on sup-
pose que X est Stein sur K. On considere V un systeme local proétale fortement isotrivial sur
Xk a poids de Hodge-Tate positif d’isocristal associé D et de fibré plat filtré (€, V,Fil®).
Dans tous les cas on peut définir un complexe de de Rham RI‘dR(X K 5) qui est naturellement
filtré, puis l'isotrivialité forte donne un isomorphisme

RFdR(XK; S) = RFdR(XK) QK, D.

Prenons garde que cet isomorphisme n’est pas filtré. Le compleze de Hyodo-Kato, défini comme le
complexe de cohomologie rationnelle log-cristallin RIyk (X5 ) = Rl (X% / O(}(O)®o Ko IS0 ot O(}(O
est le log-schéma formel Spf(Og,) muni de la structure logarithmique induite par N — Ogq,
1 — 0. Le complexe Ry (X k) est muni d’un Frobenius, d'un opérateur de monodromie et
comme la notation le suggere, ne dépend pas du modele X (cf. [16]). On peut définir le compleze
de Hyodo-Kato isotrivial

RInk(Xk ; D) = RIuk (Xk) ®k, D,

muni du Frobenius produit et de l'opérateur de monodromie provenant de RIyx(Xg). On
récupere gratuitement un isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial a partir de I'isomorphisme de

Hyodo-Kato usuel (cf. [4.3.2)), i.e.
RFHK(XK 3 D) ®KO K= RFdR(XK N 5)

A partir de 14, on est en mesure de définir un complexe syntomique en suivant [12] comme la
fibre

~R =~y 1N=0p=1 ® ~ .
RTuyn( X5 V) = HRFHK(XK; D)® KOB;} RS (RIgR(X g 5 £) BB )/Fil° ] .
Cette cohomologie s’inscrit naturellement dans un diagramme, que l'on décrira dans un cas
particulier au paragraphe suivant : on peut la comparer & la cohomologie proétale du systeme
local, ce qui donne une méthode pour la calculer. Le théoréeme de comparaison que ’on obtient
est le suivant :

Théoréme 1.10. — Supposons que X soit Stein. Soit © > 0 un entier. 1l existe, dcm
2(Cq,) un morphisme

Ay (4) Rrsyn(XC; V(Z)) — Rrpét(XC; V(Z)),

qui est un quasi-isomorphisme strict apres troncation par 7<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques

W, (Xes V(i) = 1 (Xe s V(i),

— TTpét
pour tout entier j tel que 0 < j < 4.

On déduit ce résultat des théoremes de Bosco (cf. [2] et [3]). Remarquons que, contrairement
a [12], on ne définit pas la cohomologie syntomique de maniére surconvergente; celle-ci est
cachée dans ce que comme X est Stein, RI'y (X ) s’identifie & la cohomologie rationnelle
surconvergente rigide de X (cf. lemme .

@ Ceci signifie que les sauts de la filtration sont en degrés négatifs.
)On note Ck la catégorie des espaces vectoriels topologiques localement convexes sur K et & (Ck) la oco-catégorie
associée.
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1.3.3. Le diagramme fondamental pour les opers. — On suppose maintenant que X est une
courbe Stein géométriquement connexe. On note

Dk =D®k, K, U =E®09", By=BR/t" k>0

Notons &) le fibré plat filtré associé au systeme local V) apparaissant dans la décomposition .
Schneider-Stuhler (cf. [38] 5]) calculent les connexions induites sur les gradués de £, et montrent
que ce sont des isomorphismes sur les gradués intermédiaires. Cette condition apparait dans la
littérature sous le nom d’oper, formalisée par Beilinson-Drinfeld (c¢f. [1]), fondamentale dans
la correspondance de Langlands géométrique : les opers permettent par exemple de décrire le
centre de ’algebre enveloppante universelle d’une algebre de Kac-Moody.

D’apres Beilinson-Drinfeld, si (€, V, Fil®) est un oper de poids (a, b) (ces entiers correspondent
aux sauts extrémaux de la filtration) on lui associe un couple de fibrés en droites, muni d’un
opérateur différentiel d’ordre b — a + 1, soi(GrbE , GryQ¢, Ly) ; alors, si on définit

RTop(Xk ; €) == (Grp€ =% GraQe),

muni de la filtration induite, on a un quasi-isomorphisme filtré RFOp(X K 5) = RFdR(X Kk & )
Pour &) ce complexe est introduit dans [38) 5] sous le nom de complexe de de Rham réduit et
Schneider-Stuhler démontrent le quasi-isomorphisme filtré dans ce cas.

Si (€,V,Fil®*), associé a un systeéme local V, est un oper on dit simplement que V est un
Qp-oper. Dans cette situation, on obtient la proposition suivante :

Proposition 1.11. — Soit V un Qp-oper de poids (a,b) fortement isotrivial d’isocristal as-

socié D et de fibré associé € = (€, V,Fil®). Supposons que a > 0. Avec les mémes notations que
précédemment, on a une application naturelle entre suites exactes strictes :

t“Xclr(D[a]) e GrbE(XK)®Kt“Bb+1 E— H1 (Xc; V(l)) E— taXslt (HlliK(XKﬂ D) [a]) — 0

pét
| | | §
DK RK taBb_H — Grbg(XK)®KtaBb+1 g Gran(XK)®KtaBb+1 — HcliR(XK; 5)®KtaBb+1 — 0
Ce diagramme est i -équivariant et on a noté :
N=0,p=p'~°
Xa (Hik(Xx ;s D)la]) = (Hak(Xx; D) @k, BE)" 5,

l—a

Xex(Dla)) = (D ®x, BE)"™"
De plus, les fleches verticales sont strictes d’images fermées et
— —n—a—b
Ker(y) = gatbtl (HIEK(XK ; D) R K, B:t)N*O’@*p .

Remarque 1.12. — e Il n’est pas tout a fait clair comment obtenir un diagramme similaire
pour les espaces Stein de dimension supérieure par la méme méthode. De plus, on peut définir
des Vy pour GL,(Q,) avec n > 2, mais ce ne sont plus des opers si on recopie naivement la
définition au dela des courbes.

e Une différence avec le cas des coefficients triviaux est que les images de t* X! (D[a]) et Dx @

t*Bpy1 par les fleches horizontales de gauche ne sont pas forcément les mémes. C’est cette
différence qui explique la différence du traitement du cas spécial.

1.4. La cohomologie proétale de I’espace de Drinfeld. — Pour finir cette introduction

on va présenter ce que donnent les calculs de la section précédente dans le cas de l’espace

de Drinfeld avant de discuter comment l'invariant £, qui encode la filtration, apparait dans

ce diagramme. Pour le diagramme, on commence par considérer pM&p un modele sur Q, du

quotient 1\7[6 /p* de 'espace de Drinfeld; on note PME = pM&p ®q, C. On se restreint au
P

systeme local V) sur pM&p ou on a fixé A € P,. Comme évoqué plus haut, c’est un L-oper

W Gr; désigne ici le (—i)-ieme gradué. On a préféré cette convention pour éviter d’alourdir tous les indices avec
un signe — redondant.
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isotrivial de poids (A1, A2 — 1). On rappelle que l'on note &, le fibré plat filtré associé a Vy,
Q) =&\ ®o Q%M(a et de plus
P

wy” =Gy W (PMg,), O = Gry,—160(PMY) ).

Ces notations sont motivées par 'idée que OF° et w(® sont respectivement les fonctions et
les formes différentielles rigides analytiques sur la tour mais ou l'action de G est tordue par
un facteur d’automorphie. Dans le cas spécial, a torsion par un caractere lisse pres, seule la
restriction de ces faisceaux a Hg, intervient. On note simplement

wy = Gry, M\ (Hg,), Ox:= Gry, 1Ex(Hg,)-

~Y

De plus, 'isomorphisme de Morita s’écrit wy = (Stl)fm)/ ou Stl/\an est une Steinberg localement
analytique. On considere les vecteurs localement algébriques Stl/\alg — Stlj\”1 dont la surjection

duale correspond alors & la surjection sur la cohomologie de de Rham de &y, i.e.

(Sthm)’ — (St3'8)" = Hig(Hg, ; &)
1.4.1. Le diagramme fondamental pour l’espace de Drinfeld. — On fixe M un L-(¢, N, %, )-

module de rang 2 qui est spécial ou cuspidal. Au début du numéro on a défini LL™#8(V)
pour V' une représentation de ¥, mais cette construction ne dépend que des poids et du L-
(¢, N,%p,)-module M = Dyt (V)[1]; ainsi, on définit la L-représentation localement algébrique

de LL}/I de G par la méme recette. De méme, on a JLj;, la L-représentation lisse de G obtenue
par la correspondance de Jacquet-Langlands; on ne considere pas la représentation localement
algébrique puisque on a déja traité la partie algébrique a ’aide de (|1.2). On définit un foncteur

sur les L|G]-modules
X — X[M] = HomL[G-}(JLM, X)7
que Pon va appliquer au diagramme pour traiter la partie G-équivariante. De plus, on note
@ 0 ol = A
MdR = (M ®Q2r C) Qp, Xslt(M[)\]_]) = (M ®Qgr B;)N 0,¢=p 1.
Alors, Mgg est un L-module libre de rang 2. Pour alléger le diagramme, on définit pour A € Py,

les espaces de Banach-Colmez

w(A)+1 w(\)—1

2 2__
B, = t“BIR/WBIR» U())\ M (Bjr)“p =p 7 U}\ = M (B;rr)so =p

2__
Notons que les Ug et Ui sont naturellement des (Bé;)w =l Qp2-espaces vectoriels ou Q2 est
Iextension quadratique non ramifiée de Q,.

Théoréme 1.13. — Soit A\ € Py et soit M un L-(¢, N,%g,)-module de rang 2 absolument
indécomposable. Quitte a tordre M par un caractére on peut supposer que

HE (M Va(1)) [M] = Hig(PME 3 V(1)) [M].

pét pét
e Si M est cuspidal on a un diagramme commutatif o lignes exactes d’espaces de Fréchet

W, x G-equivariants

0 — Ba8q, OF[M] — HL(PME; Vi(1))[M] — M XL (M[M])SLLLY, — 0

0 — By&g, OF[M] —— By&q,w®[M] —— (By ®g, Mar)&LLY, — 0

et les fleches verticales sont injectives.

e Si M est spécial, alors Hlljét(pM‘x’; Va(1))[M] = Hlljét(]l-]lc; V(1)) ® xum, ot xm est le ca-
ractere de Wo, x G défini par M et on a
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U8 ®q,, Wa — BaBg,0x — Hly(He: Vi(1)) — Ul8q,, (Sty'®)" — 0

o T [

0 — By ®Qp Wy — BA®QPOA E— B,\@)@p(Stlfm)/ — BA@@p(StA )/ — 0

et les premiéres fléches, horizontale et verticale, sont injectives si et seulement si w(\) # 1.

De plus, dans les deux diagrammes, les fleches verticales sont d’images fermées.

1.4.2. L’invariant L. — A partir du L-(p, N, %, )-module M et dune filtration sur Mgr on
peut reconstruire la représentation V par la recette de Fontaine. Comme on est en rang 2,
cette filtration est caractérisée par un poids (régulier) et une droite dans Mgr que 1'on appelle
Uinvariant £ galoisien. Coté automorphe, cet invariant n’apparait pas directement dans II(V)
mais dans TI(V)1" : cette représentation localement analytique est réductible et les extensions
entre les constituants de Jordan-Holder sont caractérisées par un parametre que 'on appelle
Vinvariant £ automorphe. On peut retrouver II(V) & partir de TI(V)!#" en prenant son complété
unitaire universel.

Dans le cas cuspidal, TI(V)"¥" a deux constituants de Jordan-Hélder : le socle est constitué
des vecteurs localement algébriques, i.e. LL}; et le cosocle est le dual de O[M]. L’extension
entre ces deux composantes est paramétrée par I'invariant £ automorphe. Dans la ligne du bas
du premier diagramme du théoreme [1.13|on voit apparaitre le dual de ’extension universelle et
il s’agit de montrer que lorsqu’on fixe une droite £ C Myg, 'extension obtenue est exactement
celle de parametre L (cf. proposition .

Dans le cas spécial, IT(V)1" a quatre constituants de Jordan-Holder dont une série principale
qui ne joue aucun role. La représentation TI(V)!2" est completement déterminée par son invariant
L automorphe i.e. une droite de I'espace Exth(Wi‘ , Stl)f‘n) qui est de dimension 2. Dans le second
diagramme du théoréme[T.13]le dual de I’extension universelle apparait dans la fleche horizontale
du milieu i.e. deux copies du dual de Wy apparaissent dans le noyau de l’application

HL(He ; V(1)) = Br&g, (Sth)".
Dans cette extension fournie par la cohomologie, il s’agit d’identifier I'invariant £ automorphe
a linvariant £ galoisien (cf. théoreme .

1.5. Plan de P’article

Cet article est constituée de deux parties faisant appel a des techniques indépendantes : la
premiere traite des systemes locaux isotriviaux sur les espaces rigides et leur cohomologie; la
seconde concerne le calcul de la cohomologie étale et proétale de la tour de Drinfeld & coefficients
dans le systeme local universel.

La premiere partie est constituée de cinq sections :

e la section 2. est consacrée a des rappels sur les systemes locaux étales p-adiques sur les espaces
rigides,

e dans la section 3. on définit les systémes locaux (fortement) isotriviaux et on montre la
proposition [1.9| puis on décrit ’exemple des groupes p-divisibles sur les espaces de Rapoport-
Zink,

e la section 4. est consacrée aux cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato isotriviales,

e dans la section 5. on définit la cohomologie syntomique et on démontre le diagramme fonda-
mental de la proposition [1.11

e dans la section 6. on démontre le théoreme de comparaison [1.10
La seconde partie est constituée de sept sections :
e dans la section 7. on fait quelques rappels sur la tour de Drinfeld et le systeme local universel,

e la section 8. est consacrée & des rappels sur les représentations de G et G : les représentations
algébriques, les représentations de Steinberg et la série spéciale localement analytique,
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dans la section 9. on définit les cohomologies qu’on va étudier et on les décompose en des
morceaux plus simples; en particulier on relit les torsions aux composantes connexes et
on démontre la décomposition puis réinterprete les calculs de Schneider-Stuhler pour
établir, en partie, le théoreme [1.13

on démontre I'isomorphisme dans la section 10.,

dans la section 11., on démontre le cas cuspidal du théoreme |[1.13| avant de calculer la mul-
tiplicité des représentations cuspidales dans la cohomologie proétale du systeme local ; on en
déduit le cas cuspidal des premiers points des théoremes et

dans la section 12., on démontre le cas spécial des premiers points théoremes et [I.3] en
suivant ce qu’on a expliqué dans le paragraphe [1.2.3]

la section 13. est consacrée a la preuve du second point du théoreme ce qui complete sa
démonstration.

1.6. Remerciements

Cet article est issu de ma these que j’ai réalisée sous la direction de Pierre Colmez, que je
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COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 15

PARTIE I. COHOMOLOGIE P-ADIQUE A COEFFICIENTS ISOTRIVIAUX

Soit Ox un anneau a valuation discrete, complet et de caractéristique mixte. On note my C
Ox son idéal maximal, k := Ok /mg son corps résiduel que ’on suppose parfait, K son corps des
fractions et 7 € my une uniformisante de K. On note de plus Ok, := W(k) I'anneau des vecteurs
de Witt de k. Son idéal maximal est engendré par p € O, et son corps résiduel est k. On note
K son corps des fractions qui est muni d’un automorphisme de Frobenius o: Ky — Kj. On
suppose que la valuation sur K est la valuation p-adique v,: K* — Q, normalisée par v,(p) = 1.

On note C' = K le complété d’une cléture algébrique de K, O¢ son anneau des entiers et m¢
son idéal maximal. Le corps résiduel ko = O¢/me est algébriquement clos.

Soit X un schéma formel sur O, X I'espace rigide associé sur K et Xj la fibre spéciale de
X. Dans cette partie on suppose toujours que X est semi-stable et que X est lisse sur K. On
note X¢ := X ®g C l'extension des scalaires a C. De plus, X sera souvent une courbe Stein,
qui est le cas qui nous intéresse pour la suite.

On note Cg la catégorie des K-espaces vectoriels localement convexes, qui est une catégorie
semi-abélienne. Rappelons qu'un morphisme est dit strict s’il est relativement ouvert. On note
2(Ck) la oco-catégorie dérivée bornée a gauche associée, construite a partir de la catégorie
des complexes ¢ (Ck), et on note D(Cg) la catégorie homotopique de Z(Ck). On renvoit a
[12, 2.1] pour plus de détails sur ces objets que l'on utilisera librement, faisons néanmoins

quelques rappels. Pour E®* = (- — E" Iy gl -++) € €(Ck), on définit les foncteurs de
troncations usuelles et bétes sur ¢ (Ck) par

TenE® = = E"2 5 B Sker(d,) — 0 — - -
TonBE® =--- =0 — coim(d,_1) = E" — E"! — ...
ocnB* = > E" ' S E" 5050 ---
OsnE*=--->50—-0—E"— E" ...

On dit que E*® est strict si ses différentiels, les d,,, sont strictes et on dit qu’un morphisme de
2(Ck) est un quasi-isomorphisme strict si son cone est strict et exacte. On définit la cohomo-
logie algébrique de E® comme la cohomologie usuelle H"(E®) dans la catégorie des K-espaces
vectoriels; elle sera munie de la topologie sous-quotient si nécessaire. On définit le complexe
H™(E®) == 7<pm>n(E®) = (coim(d,,—1) — ker(d,)). Précisons la catégorie d’arrivé de ce fonc-
teur (cf. [12, 2.1.1]). Les foncteurs de troncations (7<p,7sp) définissent une ¢-structure sur
D(Ck). Le coeur a gauche de cette t-structure sera noté LH(Cg) : tout objet de LH(Ck)
est représenté, a équivalence pres, par un monomorphisme f: E — F ol F est en degré 0.
On a un plongement naturel I: Cx — LH(Cg) donné par £ — (0 — E) et qui induit une
équivalence D(Cg) = D(LH(Cf)) compatible & la t-structure. Ces t-structures se relevent au
niveau des dg catégories dérivées ce qui promeut ’équivalence précédente en une équivalence
P2(Ck) = P(LH(Ck)). Réciproquement, on a le foncteur partie classique C': LH(Ck) — Cg
qui envoie un monomorphisme f: E — F sur coker(f). Le foncteur H" s’interprete alors comme
un foncteur 2(Cx) = Z(LH(Cg)). On remarque que CH" = H" et on a un épimorphisme
naturel H” — TH". Si Pévaluation en E® de cet épimorphisme, i.e. ﬁ”(E') — TH"(E®), est un
isomorphisme, alors on dit que la cohomologie ﬁ’(E') est classique.

Pour la définition et les propriétés du produit tensoriel complété dérivé a droite @ﬁ on renvoit
a [12, 2.1.5].
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2. Systemes locaux

2.1. Systémes locaux

Dans ce numéro on fait quelques rappels sur les systémes locaux (pro)étales et on introduit
quelques notations. Soit X un espace rigide sur K que ’on suppose lisse. On note X ¢ (resp.
Xk pet) le site étale (resp. proétale) associé. On va considérer des sous-catégories de topos
associés a ces sites.

2.1.1. Systémes locaux étales. — On suit la définition de de Jong des systemes locaux étales.
Pour plus de détails on renvoie & [19] mais aussi a [33], 1.4].

Définition 2.1. — e On fixe m > 1 un entier. Soit Loc(Xg ¢ ; Z/p™) la catégorie des fais-
ceaux en Z/p™-modules qui sont localement constants pour la topologie étale et de rang
fini.

e Soit Loc; (X K}ét) = l&nm Loc(Xket; Z/p™), ou les morphismes de transition sont donnés
par la multiplication par p, la catégorie des systemes locaux étales en Zy-réseaua.

e Soit Loc, (X K’ét) le champ étale associé au localisé en pZ de Loc;' (X Két). Ces objets sont
appelés des Q,-systemes locauz étales.

La catégorie Loc, (X K,ét) (resp. Loc;,Ir (X K’ét)) est une catégorie Qp-linéaire (resp. Z,-
linéaire) muni d’un produit tensoriel et d’'un Hom interne. Soit z: Spa(C,C") — X un point
géométrique. On note Wft(X K, i) le groupe fondamental étale introduit par de Jong [19] 2],
qui est un groupe topologique séparé et prodiscret (cf. [19, Lemma 2.7]), a l'instar du groupe
fondamental algébrique W?lg(X K,T), défini a partir des revétements étales finis, qui est un
groupe topologique séparé profini (¢f. [19, Theorem 2.10]). Rappelons que, d’apres de Jong,
le foncteur fibre est a valeurs dans la catégorie des Q,-représentations de dimension finie du
groupe fondamental, soit

wg : Locy(Xke) = Reprﬂft(XK, a’c)

qui est une équivalence de catégories si X i est géométriquement connexe. Pour V un Q,-systeme
local étale, on note V(z) = w;V sa fibre en . On déduit de la construction de de Jong que
la catégorie Loc,(Xk¢t) est naturellement une catégorie Tannakienne. De plus, ce foncteur se
restreint en une équivalence de catégories

Wz Loc;' (XKet) — Repzpﬂ?lg(XK , i)

Remarque 2.2. — On insiste que le localisé en p? de Loc; (X K’ét) n’est pas un champ,
quun Qp-systeme local est en réalité une donné de descente et que tout Q,-systeme local ne
provient pas d’un réseau (cf. [33, Example 1.4.5]). En terme de représentations des groupes
fondamentaux, on voit qu'une Q,-représentation d’un groupe prodiscret qui n’est pas profini
n’admet pas nécessairement de réseau stable.

2.1.2. Systémes locauxr proétales. — Le cas proétale est moins délicat. Premierement, on
peut recopier la définition en remplacant Xg ¢ par Xg ¢ pour obtenir Locz‘)F (XK pét)s
la catégorie des Z,-systémes locaux proétales, puis Loc,(X g pet) la catégorie des Qp-systémes
locauz proétales. Une différence est que Locy, (X pet) est bien le localisé en p% de Loc:;r (XK pet),
puisque c’est déja un champ (cf. . Le Zy-systeme local proétale constant 7, = @m Z/p™
permet de définir Loc;(X K,pét) comme la catégorie des Zp—modules localement constants de
rang fini. De méme, on définit Loc,(X g pst) comme la catégorie des @p—modules localement
constant de rang fini, ou @p = Zp[%]. Ces deux définitions sont équivalentes et on obtient
directement que ces catégories sont munis de produits tensoriels et de Hom internes.

On note v: Xg pst — XKk 4t le morphisme de sites naturel. Ce morphisme induit un foncteur

Locy (X ¢t) = Locy(Xk pst), donné par V — V = v*V. Rappelons un lemme de Kedlaya et Liu
(¢f. [33, Lemma 9.1.11]) qui nous assure que sur un espace rigide, les catégories des systeémes
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locaux étales et proétales coincident ; notons que cette équivalence de catégories n’est pas exacte.

Lemme 2.3. — Le foncteur naturel Locy(Xg ) — Locy(Xkpet) est une équivalence de
catégorie.

0

On définit la torsion de Tate pour les systemes locaux proétales. Posons Z,(1) = @n fpn qui

est un élément dAe Loc, (Xg pet) dont le Qp—szstéme loAcal proétale associéAest notéA@p(l). On

note Q,(—1) :== Q,(1)V le dual et pour k € Z, Q,(k) == Q,(1)®* si k > 0 et Qy(k) = Q,(—1)®~*
si k <O0.

2.2. Fibrés

Dans ce numéro on garde les notations précédentes. En particulier, Xg désigne un espace
rigide lisse sur K. On renvoit a [40], Definition 7.4] pour la définition suivante :

Définition 2.4. — Un fibré plat filtré est un triplet (€, V,Fil®) ou :

e & est un fibré vectoriel sur X, i.e. un Ox,-modules localement libres et de rang fini,

o V:E—E Q0x,. Q}(K est une connection plate, i.e. une application K-linéaire satisfaisant la
régle de Leibniz et telle que VoV = 0 ot V(2 EQox,, Q%K — EQoy,. Q?XK est 'extension
de la connexion,

e Fil® une filtration sur € qui est finie, décroissante, exhaustive et séparée, i.e. une suite de
sous-Ox-modules {Fil'};cz d’'un fibré £ telle qu’il existe deux entiers a < b tels que £ =
Fil* D ... D Fil® = 0 et telle que pour tout i € [a,b], Fil* admet Zariski localement un
supplémentair Fil; tel que €& = Fil* @ Fil;,

le tout tel que la connexion satisfait a la transversalité de Griffiths par rapport a la filtration,

i.e. pour tout ¢ € Z,

VFil' C Fil'' @0, Q.

On note Vecty, (X k) la catégorie des fibrés plats filtrés.

Remarque 2.5. — Rappelons que ce qui nous permet d’omettre la topologie en indice, sans
ambiguité, est que la catégorie Vecty, (X ) ne dépend pas de la topologie (c¢f. [40, Lemma 7.3]),
au sens ou on a des équivalences naturelles

Vecty (Xk an) = Vecty (Xxét) = Vecty (X ik pet)-

La seconde équivalence est notée £ — £ :=1v*€: on prendra garde, ce n’est pas un foncteur
exact.

2.2.1. IB%IR—systémes locauz. — On renvoit a [40} Definition 6.1] pour la définition de IBS((;F) =
Bé}?} X, €t a [40], Definition 6.8] pour la définition de OIB%((E{), X = OIB%SQ Xx (on rappelle que le
produit tensoriel dans la définition doit étre complété).

Définition 2.6. —

e Un ]B%:fR—systéme local est un faisceau proétale en ]BZ{R—modules qui est localement libre et de
rang fini.

e Un OIB%:{R—module plat est un faisceau proétale en OB:{R—modules libre et de rang fini muni
d’une connexion plate.

Un OB-module plat (M, V) est dit associé a un élément (£, V, Fil®) de Vect$, (X ) il existe

un isomorphisme de faisceaux proétales

(2.1) M@ gps OBan = € €0y, OBar,

(®)Insistons qu’a priori ceci est moins fort que de demander qu’il existe un supplémentaire qui soit un fibré
vectoriel.



18 ARNAUD VANHAECKE

compatible aux filtrations et connexions. Les filtrations sont les filtrations produits ou M est
muni de la filtration triviale, £ est muni de la filtration Fil® et OB:{R de sa filtration canonique.

Les IB%XR—systémes locaux et les (’)IB%:{R—modules plats définissent naturellement des catégories
et, d’aprés [40, Theorem 7.2], ces catégories sont équivalentes; cette équivalence rappelle la
correspondance de Riemann-Hilbert classique. Pour & = (&€, V,Fil®) un fibré plat filtré, on
définit un BIR-syst\eme local par

X{R(€) = Fil’(£ @0y, OBar)

Cette formule définie un foncteur pleinement fidele; en effet, on a en tant que faisceaux étales
Est = Uy (XIR(E') Qp+ (’)IB%dR) qui est muni d’une connexion et d’une filtration induites par
dR

V=0

OBgr : ceci fournit la construction réciproque pour les fibrés associés. C’est essentiellement le
théoreme [40, Theorem 7.6].

Définition 2.7. — Soit V un Qp-systeme local (pro)étale. On dit que V est de Rham si
\ ®q, (’)IBIR est associé a un fibré plat filtré £ = (€, V, Fil®) au sens de . Dans ce cas, les
poids de Hodge-Tate de V sont les opposés des sauts de la filtration Fil® sur £. Plus précisément,
1 est un poids de Hodge-Tate si et seulement si

Fil '€ # Fil~*tg.

Remarque 2.8. — On pourrait définir les poids de Hodge-Tate de maniere différente en
utilisant les opérateurs de Sen (cf. [43]); d’apres [40, Proposition 7.9] ces définitions sont
équivalentes.

2.3. Opers

En général, les opers sont des fibrés plats filtrés sur les courbes munis de ’action d’une algebre
de Lie satisfaisant une certaine condition de transversalité. On renvoie & [1] pour la définition
générale et plusieurs propriétés que I’on rappellera. Techniquement, on ne s’intéresse ici qu’aux
opers pour GL,, mais on va s’autoriser a décaler la filtration pour faire apparaitre les poids de
Hodge-Tate.

Définition 2.9. — Soit X une courbe rigide lisse sur K. Soit £ = (£, V, Fil®) un fibré plat
filtré. On dit que & est un oper de poids (a,b), avec a,b € 7Z tels que b > a, s’il est de rang
b—a+1etsi
e E=Fil’D...DFil* D0,
e pour tout entier i tel que a < i < b, le quotient Gr;& := Fil™* / Fil=**! est un fibré en droites,
e l'application naturell induite par V,

0;: Gri€ — Gripi€ Qoy, Vs

est un isomorphisme pour tout entier i tel que a <7 < b— 1.

Ainsi, si V est un Q,-systeme local de de Rham proétale, on dit que V est un Q,-oper proétale
si le fibré plat filtré associé est un oper. Notons que si cet oper est de poids (a, b) alors les poids
de Hodge-Tate de V sont précisément a,a + 1,...,b. Remarquons que si a = b, £ est un fibré
en droite et la filtration est caractérisé par le cran a € Z; réciproquement, tout fibré plat filtré
de rang 1 est un oper.

Faisons quelques rappels de [1 §2]. Notons O = Ox, et Q = Q}(K. Soit D = Dx, =
@n>0 Q®~" le faisceau des opérateurs différentiels sur Xx et D, C D le sous-faisceau des
opérateurs différentiels d’ordre < k pour k > 0 un entier. Notons que D est naturellement muni
d’une structure de faisceau en anneaux filtré par les Dy, mais qu’il n’est pas gradué en tant que
faisceau d’anneau. La connexion V définit une structure de D-module sur £ et on obtient une
application D ®o Gra& — £ qui induit un isomorphisme Dy_, @ Gr& — &€ d’apres la seconde
condition dans la définition. Ceci donne un diagramme

©) Cette application est appelée le champ de Higgs.
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0 —— Dy_, ®0 Gry& —— Dp—a+1 Q0 Gr,& —— Q®(a—b-1) R0 Gra& —— 0
\ 5
qui définit un scindage Q®@=D @4 Gro€ — Dyp_ar1 Qo Gr.€ et donc une section 'Ly €

HO(XK; B®ooDRo A®(_1)), ou A := (Gra5)®(_1) et B:=OQ®0 (Grb5)®(_1) comme la seconde
condition dans la définition fournit un isomorphisme Q®@ @ Gr,& = Grp€. On considére

cette section comme un opérateur différentiel *Ly : A — B qui est d’ordre b—a+1 et abv_““ =1
d’apres [1], §2.1], ou ab{“H est le symbole principal d’ordre b— a4+ 1 défini naturellement comme

la section

Ubv—zz—H c HO(XK; .A®(_1) ®0 B®o Q@(a—b—l)).
Réciproquement, a partir d’'un opérateur différentiel d’ordre b — a + 1, entre des faisceaux
inversibles, de symbole principal inversible, on peut construire un oper de poids (a,b). On
consideére maintenant la transposée de cet opérateur différentiel (au sens de [1I, §2.2]) ce qui
définit un opérateur différentiel Q@0 B — Q@0 A®(-D qui induit un opérateur différentiel
d’ordre b — a + 1,
(2.2) Lv: Grp€ — Gry e,

ol Grofle = Gr€ ®p . Le lemme suivant est immédiat a partir des définitions puisque les
suites exactes de fibrés vectoriels sont scindés sur les espaces Stein :

Lemme 2.10. — Supposons que Xk soit une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit &€ =
(€,V,Fil*) un oper de poids (a,b) sur Xg. Les suites exactes naturelles

0— Fil " 5 & = Gr€ — 0
0= Gr,é & —E/FiIT* =0

sont scindés. De plus, la filtration de € induit une filtration sur ses composantes et on obtient,
pour i € 7,

Fil' Gr,& = {Gr”g si< b, Fil' Gr,€ = {Gr“g SIS
0 sit>=—b+1, s11>—a+1
O
3. Systemes locaux isotriviaux
3.1. Définitions et foncteurs fibres
3.1.1. Définition. — Rappelons qu'un ¢-module sur K est un Kyp-espace vectoriel muni d’une

application o-linéaire bijective. Un isocristal sur k est alors un ¢-module sur Ky de dimension
finie. Les isocristaux sur un corps parfait k£ forment une catégorie Tannakienne que 1’on note Isoy.
On renvoit a [45] pour la définition du faisceau proétale des périodes cristallines Bey = Bey x
(¢f. [45], Definition 2.1, Definition 2.4]).

Définition 3.1. — Un Q,-systeme local (pro)étale V est isotrivial cristallin s’il existe un
isocristal D sur k et un isomorphisme de faisceaux proétales,

1/]: @Y@Qp Ber = D ® Ko Ber,

compatible avec 'endomorphisme de Frobenius. On appelle le couple (D, 1) une isotrivialisation
de V.

Remarque 3.2. — 1. Soit V un Q,-systeme local isotrivial (cristallin), on note que l'on a
rangg, V = rangy, D, donc V est cristallin (au sens de Faltings cf. [45] 1.0.2]).

2. On peut prendre une définition légerement plus générale, en remplagant D par un faisceau
de ¢p-modules localement constant pour la topologie de Zariski. Tout ce que 'on fera devrait
facilement s’adapter a ce cas.
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3.1.2. Foncteur fibre cristalline. — On note Litcy, (X ¢t) C Locy(Xk ¢t) la sous-catégorie plei-
nement fidele des Qp-systemes locaux étales qui sont isotriviaux cristallins. Le lemme suivant
résume les propriétés de cette sous-catégorie :

Lemme 3.3. —
1. La sous-catégorie Litc, (X ¢) de Locy(Xk¢t) est une sous-catégorie Tannakienne.

2. Le foncteur D: Litc, (X ) — Isox, qui associe a 'V d’isotrivialisation (D,) l'isocristal D,
est un foncteur tensoriel, bien défini comme foncteur fibre.

Démonstration. — La structure de catégorie Tannakienne sur Litc,(X g ¢) est donnée par le
foncteur fibre ID. Premierement, notons que si V est un Q,-systeme local isotrivial cristallin,
alors l'isocristal associé est unique & isomorphisme pres. En effet, d’apres [45, Corollary 2.26],
on obtient v, B, = Ky, le faisceau constant associé a Koy ot I'on rappelle que v: X et — X ¢t
est le changement de site. Ainsi, on définit

D: Vi— vi(Be ®q, V),

ou z € X est un point quelconque. Ceci donne D(V) = v, (Be), @k, D = D et montre que
I'association V +— D est bien définie. I1 est clair que D est tensoriel puisque

D(V1 ®q, V2) = v«(Ber)z @k, (D(V1) @k, D(V2)) = D(V1) @k, D(V2).
O
Remarque 3.4. — Cette construction n’est qu’'un cas trés particulier de [45] Definition 3.12].

Un corollaire direct est que les constructions tensorielles appliqué a un systeme local isotri-
viales V sont aussi isotriviales. Plus précisément, soient y une partition d’un entier n et s, le
projecteur de Schur associé. Alors s, - V est isotrivial d’isocristal associé s, - D. En particulier,
pour tout entier k € N, Sym@p V est un systeme local isotrivial de p-module associé Symlf(o D.

Pour V dans Litc,(Xg ¢ ) on appellera simplement D(V) I'isocristal associé a V. Soit D un
isocristal sur k. On définit les faisceaux proétales

)‘1>=id )‘1>=id

Xer(D) = (D ®k, Bor , X&L(D) = (D @k, B,

cr, X g ’

ou le Frobenius ® est le produit tensoriel du Frobenius sur D et de celui sur B,,. On rappelle que
la torsion & la Tate pour les isocristaux est donnée par Ky[—1] qui est l'isocristal de dimension 1,
muni du Frobenius ¢ = %O’. En d’autres termes, Qp,(k) pour k € Z définit un systeme local
isotrivial et D(Q,(k)) = Ko|—k].

3.1.3. Foncteur fibre de Rham. — Soit V un objet de Litc,(Xg4) et soit D = D(V) son
isocristal associé. On a alors une inclusion V. — X (D). On veut décrire le quotient qui
fait intervenir la partie de Rham. On commence par un lemme qui explicite le foncteur fibre
Lite, (X g ¢t) — Vecty (Xk).

Lemme 3.5. — Le systéme local V est de Rham et le fibré associé € = (€,V,Fil®) est muni
d’une trivialisation £ = Dig Qg Ox,., ou D = D R, K. Cette trivialisation ne dépend que
de lisotrivialisation (D,)) de V.

O
Rappelons qu’on a défini pour la partie de Rham, & partir d'un élément £ = (€, V, Fil®) de
Vecty, (X k), des faisceaux proétales

XdR(g) = (é\@@XK OBdR’XK)VZO, XIR(E') = Filo (g ®@XK OBdR’XK)VZO.

On a alors un morphisme naturel X, (D) — X4r(€) qui est injectif. On note de plus le faisceau
quotient

XER(‘C:) = XdR(g)/XIR(g)-
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3.2. Fibrés fortements isotriviaux et la suite exacte fondamentale

3.2.1. Fibrés fortement isotriviauz. — On donne maintenant une condition plus forte que ’iso-
trivialité sur un fibré portant sur la connexion. On dit qu'un fibré vectoriel £ sur X est isotrivial
s’il existe un K-espace vectoriel D, de dimension finie tel que £ = Ox, ®k Dk . Par abus, on
dit alors que D est associé a &.

Définition 3.6. — Soit € un fibré vectoriel isotrivial sur X d’espace vectoriel associé D .
Supposons & muni d'une connexion V: Dk @k Ox, — Dk @k {lx,. On note

DY =Ker[V: Dg ® O(Xg) — Dk @x Qx, (Xk)],

le K-espace vectoriel des sections globales horizontales. On dit que (€, V) est fortement isotrivial
si I'inclusion naturelle DIV{ — Dg ® Ox, induit un isomorphisme Dg ®x Ox, = D[z KK
Ox, . De méme, on dit d'un Q,-systéme local isotrivial cristallin V qu’il est fortement isotrivial
(cristallin) si le fibré associé muni de sa connexion, (£, V) est fortement isotrivial.

Remarque 3.7. — Si la connexion V est unipotente, il suffit que dimg Dx = dimg DIV( pour
que le fibré muni de sa connexion soit fortement isotrivial. En effet, dans ce cas, la matrice
de passage entre D[V( ®K Ox, et Dg @k Ox,. d’une base compatible avec DIV( vers une base
compatible avec D, est unipotente, donc de déterminant 1. L’inclusion naturelle DX@ kKOx, —
Di @k Ox, est alors un isomorphisme de Ox, -modules.

La condition pour un fibré plat d’étre fortement isotrivial est tres restrictive : cette condition
implique que la connexion se trivialise :

Lemme 3.8. — Soit (£,V) un fibré plat isotrivial de K-espace vectoriel associé D . Alors
(E,V) est fortement isotrivial si et seulement si V =1id ® d: D[V( ®Kr Oxy, — DIV( QK Qx -

0
Pour un fibré vectoriel muni d’une connexion fortement isotrivial on note parfois (£, V, Fil*) =
(Dg,d ®id, Fil*), ce qui sous-entend que Dy = DY..

3.2.2. Suite exacte fondamentale. — La proposition suivante est une reformulation d’un
théoreme de Kedlaya-Liu (cf. [33, Corollary 8.7.10]) :

Proposition 3.9. — Soit D un isocristal sur k et soit Fil® une filtration décroissante finie et
exhaustive sur le fibré vectoriel € = Dg @k Ox,., que l'on munit de la connexion triviale id ® d
pour définir un fibré plat filtré (€,V,Fil®). Supposons qu’en tout point géométrique de Xk la
filtration soit faiblement admissible. Le noyau de ’application naturelle

V = Ker [Xe: (D) = X5 ()]

définit un Qp-systeme local proétale fortement isotrivial d’isocristal associé D. De plus, l’appli-
cation X (D) — Xz (€) est surjective.

Démonstration. — Comme la question est locale sur le site proétale, on se restreint a S — Xg
un espace adique perfectoide sur X et on va montrer que Vg définit un systeme local isotrivial.
Comme le site proétale de S et de son basculé S” sont équivalents on peut supposer que S est
perfectoide de caractéristique p.

On va maintenant considérer la courbe de Fargues-Fontaine relative sur S, A g. Alors, un
théorém de Kedlaya et Liu (c¢f. [33, Corollary 8.7.10]) nous assure que les fibrés vectoriels
semi-stables, ponctuellement de pente 0 sur App g sont équivalents aux Q,-systémes locaux
proétales sur S. Or, X (D) sont les sections du fibré vectoriel &(D) associé a D sur Xpp g
et X3g (&) sont les sections d'un faisceau gratte-ciel en la section i 5: S = App,s. Comme
on consideére précisément une modification faiblement admissible de &(D), le noyau est un
Qp-systeme local proétale et on a directement que

\Y% ®Qp B, =D KK, Bcra

(M est la version relative d’un théoréme classique de Fargues et Fontaine (cf. [25, Théoreme 9.3.1]).
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ce qui permet de conclure que V est isotrivial cristallin d’isocristal associé D. On conclut de
meéme que le fibré associé est bien (£, V,Fil*) = (Dg ®k Ox,,id ® d,Fil®*) et donc que V est
fortement isotrivial. O

Proposition 3.10. — Soient V un systéme local fortement isotrivial, D = D(V) et (€, V, Fil®)
le fibré plat filtré associé. Alors on a une suite exacte de faisceaux proétales

0=V = Xu(D) = XR(€) —0.

Démonstration. — Premierement, notons que le théoreme est vrai si Xx est un point : c’est
I’équivalence entre admissible et faiblement admissible (¢f. [15], voir aussi [25] Chapitre 10]).
D’apres la proposition précédente, on sait que
V' = Ker [Xer (D) = X3 (6)]

définit un Q,-systeme local proétale isotrivial de ¢-module associé D. Elle permet de plus
d’obtenir la surjectivité de la derniere application. Il suffit de justifier que V = V. On sait
qu’on a une inclusion Ve v ®q, Ber- De plus, comme le théoreme est vérifié pour les points, le
germe de cette inclusion est un isomorphisme sur le germe de V' en tout point proétale de X .
On en déduit que l'inclusion induit un isomorphisme Vv. O

3.2.3. Groupes p-divisibles. — Soit G — X un groupe p-divisible obtenu par déformation d’un
groupe p-divisible, i.e. il existe un groupe p-divisible G sur k et une quasi-isogénie p: Gy X
X --» G xx Xi. Notons D(}L := DT (Gy) le module de Dieudonné covariant de G sur W (k) et
Dy = Dar ®@w k) Ko I'isocristal associé de Frobenius ¢g: Dy — Dy. On définit de plus le module
de Tate entier de G par

T,(0) = ImG[p"]x

qui définit un Zy-faisceau (pro)étale sur Xx et V,(G) = T,(G) ®q, Qp le module de Tate
rationnel qui définit un Q,-faisceau (pro)étale sur Xg. Rappelons que les poids de Hodge-Tate

de ce systéme local sont contenus dans {0,1}, i.e. la filtration est donnée par 0 = Fil'€ ¢
Fil’f c Fil'€ = €.

Lemme 3.11. — Le module de Tate V,(G) définit un Qp-systéme local fortement isotrivial sur
X, d’isocristal associé Do[—1].

Démonstration. — C’est une réinterprétation de [37, Proposition 5.15]. O
Remarque 3.12. — D’a~prés [41], le faisceau proétale X (Dg(1)) est le revétement universel
du groupe p-divisible i.e. G :== @1[13} G = XTI (Do(1)). Ainsi le foncteur V — XF (D(V(1))) définit
un revétement universel du systeme local. La suite exacte de [41], Proposition 3.4.2 (v)],

0 — V,(G) = G — Lie(G) — 0,
n’est autre que la partie (- )T de la suite exacte fondamentale de la proposition

4. Cohomologies a coefficients

4.1. Cohomologies (pro)étale des systémes locaux

Soit V* un systeme local étale en Z,-réseaux sur Xy un espace rigide lisse sur K. Par
définition, VT = {V*[p™]}nen et on définit

RT(Xc 3 V1) = holim,, Rl (X5 V™)),

ou les morphismes de transition dans la limite homotopique sont donnés par la multiplication
par p. Pour le Q,-systeéme local associé, V = V+ ®z, Qp, on pose,

RIx(Xc; V) = RIy(Xc; V) @z, Q.



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 23

En particulier, pour tout entier n > 0,
HE(Xk 3 V) = (Im HE (X VEP™]) ©2, Qp)-

Remarque 4.1. — On peut définir la cohomologie étale d’un systeme local qui n’admet pas
de réseau. Soit V un Q,-systéme local sur un espace rigide X lisse sur K. D’apres la définition
de de Jong (cf. [19]), comme on peut trivialiser le systéme local sur un revétement étale, on
sait qu’il existe un recouvrement étale galoisien 7: Y — X, tel que Vy, = 7"V admet un
réseau V;ﬁK. Notons H = Aut(Yx/Xk). Il est alors raisonnable de définir

RFét(XK 5 V) = RF(H, RI‘ét(YK N VYK))-

En effet, on vérifie facilement & l'aide de la suite spectrale de Hochschild-Serre que cette
définition est indépendante du recouvrement choisi.

La définition de la cohomologie proétale est plus directe, puisqu’on peut définir, pour V un
Q,-systeme local proétale sur X, le complexe R,Fpét(X K V), qui est un élément de Z(Cgq,). Le
foncteur V +— RFpét(X K V) est le foncteur dérivé des sections globales V — V(X ). Rappelons
le lemme suivant, qui est une conséquence de [40, Corollary 3.17 (ii)] :

Lemme 4.2. — Supposons que X soit un espace rigide lisse sur K, quasi-compact ou propre
et soit V un Qp,-systéeme local sur Xg. On a un quasi-isomorphisme

RTpei( Xk ; V) 2 ROg(X g ; V).

4.2. Cohomologie de de Rham

4.2.1. Le complexe de de Rham a coefficients. — Soit X un espace rigide lisse sur K. Soit
€ =(&,V,Fil*) € Vecty (X) un fibré plat filtré. On définit le compleze de de Rham :

. . v 1 v®)
RPdR(XK; 5) = Qg = (5 — £®OXK QXK — )
Ce complexe définit un élément de Z(Ck) que l'on note toujours RI‘dR(X x; & ) et son hyper-
cohomologie définit des espaces que I'on note, pour tout entier n > 0, HQR(X K 5). Si Xk est
un espace Stein alors HER(X x; & ) est un espace de Fréchet. Le complexe de de Rham est muni
d’une filtration

Fil'RTun( X5 €) = (FilFE 5 FilF 1€ o, Ok, T ...),
qui est bien définie par la transversalité de Griffiths. Cette filtration définit une filtration sur
HQR(X K 5) pour tout entier n > 0. Par exemple, la filtration sur HgR(X K 5) est définie
directement a partir de la filtration sur £. Si (£,V) = (Ox, d) on note simplement RIyr (Xx) le
complexe de de Rham. Comme la cohomologie cohérente d’un fibré vectoriel s’annule en degré
n > 0 sur un espace Stein, on obtient le lemme suivant :

Lemme 4.3. — Supposons que Xk soit un espace rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

~ (2)
REGR(X x5 &) = Q8 (Xk) 2 (E(Xk) 5 QN (XK)BorxE (XK) ~— ).

De plus, si Fil'€ =0, on a
Fil' RT4r(Xk ; €) 22 (0 = QN (Xk) Do (xp FIPE(X k) = +-).

Les termes de droite sont des complexes d’espaces de Fréchet.
O
Soit B l’anneau des périodes de de Rham et Byg = Frac(BJR) son corps des fractions. On
note t € B(TR I'uniformisante définie par ¢ := log[e] ou € est une suite compatible de racines
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p"-iemes de I'unité. L’anneau le_R est un espace de Fréchet sur K et donc, d’apres [12, Lemma
2.3], la fleche naturelle

RTur(Xx 5 €)BxB — RTur(Xk 5 €) BBl

ou le terme de gauche est le complexe de de Rham dont on a tensorisé les termes par BIR
au-dessus de K, définit un quasi-isomorphisme strict dans Z(Cg). De plus, sur le membre de
gauche la filtration est définie par

Fil* (RTur(Xk 5 €)@xBlg) = hocolim;y >, FiV RTyr(Xk ; €)@ xt'Bl;.
La preuve du lemme suivant est la méme que [12, Example 3.30] :

Lemme 4.4. — Supposons que X soit un espace rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

Fil' (RTur(Xx 5 €)@xBlg) = (Y Fil"E(Xk)@xt By 2 Y Fil QL (Xg)BxtBjy — - --).
i€N ieN
Le terme de gauche est naturellement un complexe d’espaces de Fréchet.

O

4.2.2. Le petit complexe de de Rham des opers. — Supposons que X est une courbe sur K
et soit & = (£, V, Fil®) un oper de poids (a,b). On définit le petit complere de de Rham par

RTop(Xx ; €) = (Gro€ =% Grof),
(¢f. (2.2)) muni de la filtration induite par la filtration sur les gradués.

Proposition 4.5. — Supposons que X soit une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit £ =
(€, V,Fil*) un oper de poids (a,b). On a un quasi-isomorphisme strict filtré

RIop(Xk 5 €) = RI4r(Xk; €).
Démonstration. — D’apres le scindage du lemme [2.10, on a un morphisme entre complexes
RFop(XK; 5) — RFdR(XK; 5), compatible aux filtrations. Puis, a partir de la définition d’un
oper, on obtient Ker(Ly) = Ker(V) et Coker(Ly) = Coker(V). O

Ce résultat combiné au lemme [2.10| permet de calculer la filtration précédente :

Lemme 4.6. — Supposons que X soit une courbe rigide Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme strict

Fil' (RTop( X 5 €)BxBJR) 2 (Gré(Xi) Bt B 2% GroQe(Xi)BxtBY, )

O]

4.2.3. Cohomologie de de Rham isotriviale. — Le complexe de de Rham des fibrés plats for-
tement isotriviaux est particulierement simple :

Lemme 4.7. — Soit Xy, un espace rigide lisse sur K et(E,V,Fil*) = (Dx @k Ox,. ,id®@d, Fil®)
un fibré plat filtré fortement isotrivial. On a un quasi-isomorphisme entre complexes

RI4r(Xk ;5 €) = RIur(Xk) ®k Dk

En particulier, pour tout entier n > 0, on a HQR(XK ; 5) = Hig(Xk) @k Dk
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4.3. Cohomologie de Hyodo-Kato

Soit X un schéma formel et semi-stable sur Og. On définit la cohomologie de Hyodo-Kato
comme cohomologie rationnelle log-cristalline de la fibre spéciale X} sur O%0 oll 09(0 désigne le
log-schéma formel Spf(Og,) muni de la structure logarithmique induite par N — Og,, 1+ 0 :

(4.1) RInk(Xk) = RFcr(Xk/O(I](Q) ®OK0 K.

D’apres [16, Proposition 4.11] cette cohomologie ne dépend que de la fibre générique X (comme
on le suggere la notation) et peut étre définit indépendamment de I’existence d’un modele semi-
stable (cf. [16]). Le complexe (4.1) est muni d'un endomorphisme de Frobenius ¢ et d’un
endomorphisme N, l'opérateur de monodromie. Ces endomorphismes vérifient la relation Ny =
ppN.

4.3.1. Cohomologie de Hyodo-Kato isotriviale. — Si D un un isocristal sur k. On définit la
cohomologie de Hyodo-Kato isotriviale

(4.2) RFHK(XK 3 D) = RFHK(XK) ®K0 D

Comme pour (4.1]) cette cohomologie est indépendante du modele de Xg. Pour n > 0 on note
Hi(Xx ; D) = H"RTux(Xx ; D), Hix(Xx; D) == H"RIu(Xx ; D).

4.3.2. Isomorphisme de Hyodo-Kato isotrivial. — Pour définir I'isomorphisme de Hyodo-Kato,

on doit faire une digression par la géométrie surconvergente. Il s’avére que la cohomologie de

Hyodo-Kato des espaces Stein est naturellement surconvergente. Soit X un schéma faiblement

formel semi-stable sur Ox et Xg I’espace surconvergent associé que 'on suppose lisse sur
K (cf. [30]). On définit la cohomologie de Hyodo-Kato surconvergente comme la cohomologie

surconvergente rigide de la fibre spécial X, = X ® k sur O%0 (ef 12, 3.1.2]) :
RFHK(XK) = RFrig(Xk/O?(O)-

Cette cohomologie est indépendante du modele (cf. [16], Proposition 5.3]), comme le suggere la
notation. On peut associer & X g son complété, qui un espace rigide et que I'on note Xg.

Lemme 4.8. — Soit Xx un espace surconvergent Stein lisse sur K. On a un quasi-
isomorphisme stricte

RFHK()?K) — RFHK (XK)

Démonstration. — D’apres la preuve de [12] Theorem 4.1], ce quasi-isomorphisme strict pour
les espace Stein découle de la comparaison avec la cohomologie convergente (cf. [12, Remark
4.4]);

RTyig (Xk/O%,) = Rlcony (Xi/Of,) = RIur(Xx/Of,) ®oy, Ko

On montre ensuite que la premiere fleche est un quasi-isomorphisme stricte en utilisant un
recouvrement Stein. O

Comme les espaces Stein sont partiellement propre ils admettent un modele faiblement for-
mel (cf. [30, Theorem 2.27]); et donc les espaces rigides lisses Stein admettent des modeles
surconvergents. Si on se donne X un espace rigide Stein lisse sur K alors il existe X K un
espace surconvergent Stein lisse sur K d’espace rigide associé X et on va supposer qu’ils ont
des modeles semi-stables sur Og (mais ce n’est pas nécessaire).

On construit le morphisme de Hyodo-Kato a partir du morphisme de Hyodo-Kato surcon-
vergent. Soient D un isocristal sur k et (£,V) = (Dg @k Ox,,d ® id) un fibré plat fortement
isotrivial ot Di = D ®k, K. On a un morphisme de Hyodo-Kato isotrivial

LHK : RFHK(XK ) D) — RPdR(XK; 5)

En effet, on commence par considérer le morphisme de Hyodo-Kato surconvergent (cf. [12]
3.1.3]) :

To: RTuk (X)) — RT4r(X k).
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ol le terme de droite est la cohomologie de de Rham surconvergente de X k- Par [30, Theorem
2.26] (cf. le premier point de la preuve de [12, Theorem 4.1]), comme X est Stein, on a un

quasi-isomorphisme strict RFdR()A(; k) = RIyr(Xk). On définit le morphisme de Hyodo-Kato
comme la composée

vkt Ruk (X k) & RTuk (X)) <% RIur(Xk) & RIur(Xk),
ol le premier isomorphisme provient du lemme On applique maintenant le produit tensoriel
par - ®g, D a ce morphisme, qui, comme D ®g, K = Dy, définit une application
LHK : RFHK(XK) Rk, D — RFdR(XK) QK Dk.

Comme c’est le cas pour ¢, tyk devient un quasi-isomorphisme strict lorsqu’on applique ® g, K
au terme de gauche. D’apres le lemme et (4.2), cette fleche définit

LHK : RFHK(XK; D) — RFdR(XK§ 6),
qui induit quasi-isomorphisme strict :
LHK - RFHK(XK; D) R K, K= RPdR(XK§ 8)

5. Cohomologies syntomiques isotriviales

Soit Xk un espace rigide Stein lisse sur K. On définit la cohomologie syntomique
(géométrique) d'un Qp-systeme local fortement isotrivial V d’isocristal associé D et de
fibré associé (&,V,Fil®). Supposons que les pentes de D sont toutes négatives. On a une
application ¢: ]/?;;; — B(TR (¢f. 12, 3.2.1] pour la définition de ]/?;;; et de ¢) et on définit dans
2(Cq,) le complexe

~R = }N:O,tpzl M} (RPdR(XK; €)®§B&|’R)/F110 .

RFsyn(XC 3 V) = [[RPHK(XK N D)®K0 B;‘—c

Rappelons que [— LN —] = holim(— LN 0) désigne la fibre dans Z(Cq,) de

~R =, 1N=0p=p"
I'application tyg ® ¢ et [RFHK(X K D) ®ﬁOB$}

dérivé de N et ¢ i.e. la limite homotopique du diagramme

, pour ¢ € N désigne I'espace propre

~R = _nt ~R =~
RFHK(XK; D)@KOB;; & RFHK(XK; D)®K0B:t
J» I
~R =~ P ~R =
RIuk(Xk ; D)®, B 25 RIuk(Xk ; D)@y, By,
Pour tout entier ¢ > 0, posons

I

R =, 7N=0,0=p
HK(Xc, D, i) = [RFHK(XK; D)®§0Bﬂ
DR(X¢, €,4) = (RTur(Xk ; £)@xBg)/Fil’,
de sorte que
RIyn(Xc; V(i) = HK(X¢, D, i) — DR(X¢, &, 1)].
Lorsque ¢ = 1, on omet simplement le ¢ pour alléger les notations et on note simplement

HK(X¢, D) := HK(X¢, D, 1) et DR(X¢, €) :== DR(X¢, &, 1).

Exemple 5.1. — Supposons que X i est un espace rigide Stein lisse sur K et géométriquement
irréductible. Alors
~ =1,N=0 =1 .
(Hhi( X ; D)@ By ) = (D oK, B = X{(D).
De plus, D = HgR(X K 5), qui est muni de la filtration induite. Donc ﬁgyn(Xc; V) est le
noyau du morphisme naturel

X (D) = (Dk ®k BlR)/Fil".
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La filtration sur Dpg est admissible donc ﬁgyn(Xc; V) est de dimension finie sur Q, et

Fil'(Dg ®k Blz) N Xst(D) est fermé dans X} (D) ; ainsi ﬁgyn(Xc ; V) est classique.
5.1. La partie Hyodo-Kato
En suivant la preuve de [12, Lemma 3.28] et le lemme on obtient :

Lemme 5.2. — Supposons que X est un schéma formel Stein semi-stable sur Oy, alors pour
tous n = 0 la cohomologie de HK(X ¢, D) est classique et on a un isomorphisme topologique

H"HK (X0, D) & (Hji(Xx ; D)®r, B) =%

En particulier, H"HK (X ¢, D) est un espace de Fréchet.

5.2. La partie de Rham
Si (Dg,Fil*) est un K-espace de Fréchet filtré dont les sauts de la filtration sont négatifs,
soit X(;FR(DK) = DK@JKB(J{R et, pour k € Z, posons
X i (Dk) = X i (Dk)/Fil* (Dk®KB,) -
Une conséquence du lemme [£.4] est le lemme suivant :

Lemme 5.3. — Supposons que X est un espace rigide Stein lisse sur K et soit (€£,V,Fil®)
un fibré plat filtré fortement isotrivial dont les sauts de la filtration sont < 0. On a un quasi-
isomorphisme strict

DR(Xo, €) 2 X (E(Xx)1 = X (Q(Xi))o = -,
ou le complexe de droite est un complexe d’espaces de Fréchet.

O]

5.2.1. Le cas des opers. — Supposons que X soit une courbe rigide Stein lisse sur K et que
€ soit un oper de poids (a,b) avec a > 0. L’intérét des opers est que l'on peut calculer la
cohomologie de DR(X¢, ) qui apparait dans le diagramme fondamental.

Lemme 5.4. — On a une suite exacte stricte d’espaces de Fréchet
0 — Grp€(Xk )@kt Byy1 — H'DR(X¢, ) — Hi(Xk ; €)@k Ba — 0.
De plus,
H'DR(X¢, &) 2 Hig(Xk ; €)@k Ba.

O
Démonstration. — Rappelons que d’apres le lemme HO = HODR(XC, 5) est le noyau de la
connexion

(E(XK)BKBYR)/Fil' ~25% (U (X k) B Blg) /Fil°

et H' :== H'DR(X¢, &) son conoyau. On commence par montrer que ce noyau est isomorphe au
noyau de

Gy (X 1) ® Byt 2% CraQe (X )@ Ba.
D’apres le lemme [2.10] on a des décompositions
E(XK)®KrBlR = Grpé(Xg)BxBlz ® Fil "M &k Bg,
OL(XK)BKBlR = GroQe(Xk)EB Y, ® LXK E B,
et par la définition des opers (cf. définition , la différentielle induit un isomorphisme

o] — ] ~ X ~
Fil &k Bl = S0998 kB,
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De plus, d’apres la partie sur la filtration du lemme [2.10] on a
Gl‘bg(XK)@KB;R NFilt = Grbg(XK)®Ktb+1BdR,
Grag(XK)®KB+R NFil® = Grag(XK)@)KtaBdR,
et comme, par définition, V induit des isomorphismes Fil~?/Fil=%"! = (Fil=4~1 /Fil~7) RO (Xx)

O (X ) pour tout entier g tel que a < ¢ < b— 1, on en déduit que d induit un isomorphisme

(FiI 1@k Bp) NFil! = (S0 BY,) N Fil,

Ainsi, comme annoncé, on a bien
H® = Ker (Grp&(Xx)@xBpi1 —%> Grofe (Xx)BxBa),
et de méme H! = Coker (GrbS(XK)®KBb+1 = Gran(XK)®KB )
En appliquant le lemme du serpent au diagramme
0 —— Grp€(Xg)®gt By, — CGrp€(Xg)®@xByrr —— CGr&(Xg)®@xBy — 0
l lLv lLv
0 » GroQe (X )®rB, == Gr,Qs (XK )@k Bq
on obtient la suite exacte
0— GrbS(XK)®Kt“Bb+1 —H > HgR(XK; 5) @KBQ — 0,

et Iisomorphisme

H' ~ Hip(Xk ; €)®@kB,.

5.3. Le diagramme fondamental pour les opers

Avant d’énoncer le théoreme principal de cette section, on donne le lemme suivant qui est
une généralisation du lemme [12], Lemma 3.30] :
Lemme 5.5. — Soit M un (@, N)-module effectif (toutes les pentes sont > 0) fini sur Ky et
soient a,b € N des entiers tels que b > a > 0, alors

0= (M @, BE) PN 25 (M @y, BP0

est exacte. De plus, la derniére application est surjective si les pentes de M sont < a

— M ®g, By1

La premiere partie est obtenue par récurrence sur b en utilisant un dévisage. La surjectivité
se démontre comme dans la preuve de [12, Lemma 3.30] en calculant la Dimension.

Remarque 5.6. — Comme dans [12], on a besoin d’une version du lemme précédent pour
M = lim M; ot {M;}; est un systeme projectif de (¢, N)-modules effectifs finis sur Ko. Comme
la hmlte projective est exacte a gauche, on obtient directement pour a,b € N des entiers tel que
b>a >0, la suite exacte

p=p*,N=0 tl7Jr ) p=p2tttl N=0

0 — (M&k,BY) T (M&§,BY
De plus, on peut montrer que si les pentes des M; sont < a alors la derniere fleche est surjective
mais on ne l'utilisera pas. La surjectivité de la derniere fleche dans le cas b = 0 est utilisé dans
[12], Proposition 3.36] et repose sur un argument donné dans la preuve de [12, Lemme 3.28].
L’argument dans le cas ou b > 0 est le méme. En particulier, pour D un isocristal effectif, cette
situation s’applique & M = Hy; ( ) L HHK( K D) ou {U; i} est un recouvrement
Stein par des affinoides surconvergents d’un modele sur convergent de X (cf. le lemme et
[46] Lemme 5.3]).

— M®p,Byy1.

Proposition 5.7. — Soit X une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit V un Qy,-oper de poids
(a,b) fortement isotrivial d’isocristal associé D et de fibré plat filtré associé € = (€,V,Fil®).
Supposons que a = 0. On a une application naturelle entre suites exactes strictes d’espaces de
Fréchet :
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t* X4 (Dla)) — Gr€(Xg)R®xt*Bogr —— Hiyu(Xe; V(1)) —— t° X4 (Hix(Xk ; D)[a]) —— 0

! | I [

Dk QK taBb+1 E— GrbS(XK)®KtaBb+1 i) Gran(XK)®Kt“Bb+1 —_— HéR(XK; 5)®KtaBb+1 — 0

Ce diagramme est Y -équivariant et on a noté :

— —pl—a
Xt (H%IK(XK? D)l[a]) = (HII{K(XK; D) ®x, B;)N_OM ?
XL(Dla)) = (D oxey B

cr

— —n—a—b
De plus, (3 et~ sont strictes, d’images fermées et Ker(y) = t2tb+1 (HII{K(XK ; D) RK, B;)Nﬁo’wfp .

En particulier, si les pentes de D sont > —a — b, alors Ker(y) = 0.

Démonstration. — Notons
RIgyn = RLyn(Xc; V(1)), RTuk = RIuk(Xk ; D)
Rlop = Rlop(Xk; €), RIur = RIur(Xk; &),
et pour n > 0 un entier, H}, ou x € {syn, HK, Op,dR}, le n-iéme groupe de cohomologie du

complexe correspondant.
En suivant le début de la preuve de [12] Proposition 3.36], notons qu’on peut remplacer

B;'E par ﬁ:{ dans le diagramme, ce qui facilite les questions topologiques. On va commencer
par définir les deux suites exactes du diagramme. La ligne du dessous est donnée par le petit
complexe de de Rham auquel on applique -®@xt*By 1, soit

0— Dg Qk t*Bpr1 — Grbé'(XK)@Kt“BbH ﬂ) GI‘an(XK)(/X\)KtaBbJrl — H3R®KtaBb+1 — 0.

La suite reste exacte puisque on tensorise-compléte une suite exacte de Fréchet par un Banach.

D’apres la proposition on a

N=0,p=p ®
} LHK @t (

RFsyn = |:{RFHK®[R;O§:£ RFOpQgIR;B:;R) /Fll1 .

On obtient une suite exacte

(5.1)  XL(D) = H°DR(Xk,E) — HY,, — (Hik®r,BE) "¢ ME% HIDR(Xc, &).

C’est presque la suite exacte du dessus dans le diagramme de la proposition, mais il faut corriger
_a+1

les termes extrémaux. Notons que X} (D) = (D[a] @k, BEL)" " .

e Pour la premiere fleche de (5.1), en comparant la suite exacte du lemme et la premiere
partie du lemme on obtient le diagramme commutatif suivant :

0 ——— t*X;(Dla]) ———— X&(D) ——— Dg @K By —— 0
0 —— Grp&(Xg)®kt*Byyr — H'DR(X g, E) —— HYR @k Bo —— 0.

e Pour la derniere fleche de |i comme H!DR(X¢, &) = HéR ®K By d’apres le lemme on
utilise la remarque qui permet de calculer

Ker [(H%IK@@KOB;)N:O"P:Z’ SN HlDR(XC,g)] =~ 49 X1 (Hiplal).
Finalement, de ces deux calculs et de la suite exacte (5.1)) on obtient la suite exacte suivante :
(5.2) t*XL(Dla]) = Grp€ (X )Rt Byy1 — Hiy, — t°X (Hik[a]) — 0.

Dans le diagramme, la définition du carré de gauche et sa commutativité sont claire. On définit
maintenant les applications S et + puis on montre que le carré qu’elles forment dans le dia-
gramme commute.
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e L’application « est induite par la composée

Rk ® 1, B 252 RTo,@x B, _mod O R T, @k By

On déduit de la remarque [5.6]le calcul de Ker(y).
e Le lemme nous donne 'isomorphisme

Fil' (RTop®kBig) = Gl (X )@rt" Bl — Grof(Xk)@kt"Blg,
et I'application 3 est induite par la composée

mod tb+1

RIyyn — Fil' (RTop@ 5Bl (0 = GroQe(Xg)Bxt* By g — 0).

Finalement, le diagramme suivant, de morphismes entre triangles distingués, justifie que le carré
de droite dans le diagramme commute :

Rl —— [RTuk®x,BE] 77" " 25 RTG,&xB, /Fil'

B [ |

Fil' (RTop® 1 By) —— RIop@x Bl —4F, RTG, 8 B /Fil!

l mod tb+1 l mod tb+1 l

0>1RT0p®kBpr1 ——— RIop@kBiy1 ——— Grp€(Xk)®xBpi1

En effet, en degré 1, on a =8 mod t*! et v = iyx ® ¢ mod P+ O

6. Théorémes de comparaison

Le but de cette section est de démontrer le théoreme de comparaison syntomique-proétale.
L’énoncé est le suivant :

Théoréme 6.1. — Soit Xk une courbe rigide Stein lisse sur K. Soit V un Q,-systéme local
isotrivial et i = 0 un entier et supposons que les poids de Hodge-Tate de V soient tous positifs.
Il existe, dans @(CQP), un morphisme

Qy () - Rrsyn(XCS V(Z)) — Rrpét(XC ; V(’L)),

qui est un quasi-isomorphisme strict aprés troncation par T<;. En particulier, on a des isomor-
phismes topologiques,

Hsyn(Xc7 V(i )) H;et(Xc; V(z))
pour tout entier j tel que 0 < j < 4.

Remarque 6.2. — Notons que dans le théoreme si a = 0 est le poids de Hodge-Tate
minimal de V| alors on peut remplacer la troncation par 7¢;44.

Soit D =D(V) et £ = (&, V, Fil®) le fibré plat filtré associés a V. Pour démontrer le théoreme,
on va appliquer R,Fpét(XC ; ) a la suite exacte fournit par la proposition :

0=V = Xo(D) = XGg(€) =0,
On obtient un triangle distingué
RIpe(Xc; V) = RIpe( X 3 Xex(D)) = RIpa( X5 Xp(€)).
La proposition suivante en calcul les termes :
Proposition 6.3. —

e [l existe un quasi-isomorphisme strict

(RTur(Xx ; €)@ Bar)
Fil? '

1%

RIpe(Xe 3 Xp(€))
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o [l existe un quasi-isomorphisme strict

—~ =1,N=0
RFpét(XC; Xcr(D)) = [RFHK(XKa D) ®§0Bst]¢ .

Démonstration. — Notons RIyr = RFdR(X K 5) et RI'yk = RFHK(X K D). On commence

par le premier point.
Soit VS_C{) =V ®q, Bg}f{). D’apres le théoréme [2, Theorem 6.5], en considérant les points des
complexes solides, on a un quasi-isomorphisme

-~ ~R
RIpet(Xc; Var) = (RTgr®xBar),
compatible avec la filtration, ce qui signifie en particulier qu’on a un quasi-isomorphisme
~ o ~R
RIpe(Xc 5 VIR) 2 Fil’(RLir®xBar).

Justifions que le second quasi-isomorphisme est strict, le premier s’en déduit en inversant ¢. Par
le lemme le terme de droite est un complexe d’espaces de Fréchet. D’apres le lemme de
Poincaré (cf. [40], Corollary 6.13]), le terme de gauche se représente par un complexe d’espaces
de Fréchet. On conclut alors par le second point du lemme [12, Lemme 2.1]. Ainsi, le triangle
distingué obtenu en appliquant R,Fpét(XC . ) a la suite exacte

0— Viz = Var = Xz(€) =0
fournit un quasi-isomorphisme strict

RIug ®% Bar
RIpe(Xc; Var/Vig) = ( Fil° )’
ce qui démontre le premier point. Pour le second point, on utilise [3, Theorem 4.1 | (voir aussi [4],
Proposition 3.11]) qui, apres avoir inversé ¢ pour se débarrasser du foncteur de décalage et apres
avoir pris les points des complexes solides, donne un quasi-isomorphisme, (cf. [3] Definition 2.23]

pour la définition de B),
~R
RIpei(Xc; B[1/t]) = (RTuk (X&) @k, Bst

On utilise ensuite la suite exacte de faisceaux proétales (cf. [3, Corollary 2.26]),

)N:0'

0 (Be)?=' — B[1/t] £=5 B[1/] — 0.

Soit V' une représentation cristalline de ¥ telle que D¢ (V) = D, en tensorisant la suite ci-
dessus par V' on obtient

0 = Xer(D) = B[1/¢] @5, D L= B[1/t] @k, D — 0.
Ainsi, on obtient un triangle distingué
R,Ppét(XC’; Xcr(D)) — R,Fpét(XC'; B[1/t] ®k, D) — Rrpét(Xc’; B[1/t] ®k, D)
ce qui permet de conclure qu’on a un quasi-isomorphisme entre les fibres
=1,N=0
RIpe( Xo'5 Xer(D)) = [RTm @7, Bst]” :

Ce quasi-isomorphisme est stricte pour les méme raisons que le premier, les deux termes
s’écrivent comme limite inductive d’espaces de Fréchet, ou on utilise le lemme de Poincaré
cristallin (¢f. [45, Corollary 2.17]) pour le terme de gauche, le lemme pour le terme de
droite, puis on applique le lemme [12] Lemme 2.1]. O

Ainsi, on obtient un triangle distingué

} »=1,N=0 N (RFdR(XK ) 8)®§BdR)
Fil’ ’
et comme on travail dans 2(Cq, ), le terme de gauche est bien la fibre de la fleche de droite. On

obtient le théoréeme en remplacant Bqr par B:{R et Byt par B;E quitte a tordre par une puissance
du caractere cyclotomique. O

RFpét(Xc ) V) — [RFHK(XK 3 D)@]R;OBST)
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Remarque 6.4. — Le méme argument permet de démontrer le théoréme [6.1] dans le cas ou
X est propre, mais 'argument est plus direct puisqu’on peut appliquer les théoremes de [40] &
la place de la proposition [6.3
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PARTIE II. COHOMOLOGIE ISOTRIVIALE DE LA TOUR DE DRINFELD

7. Le demi-plan p-adique et sa tour de revétements
7.1. Le demi-plan p-adique

On note C = Qp le complété d’une cloture algébrique de @, et G := GL2(Q,). On rappelle
que le demi-plan p-adique est ’espace rigide analytique, ouvert admissible de IP’}QP, défini par

Ho, = P<1@p \PY(Qp).

On note H¢ = Hg, ®q, C l'extension des scalaires a €. On note aussi 7: Hg, — I%p le
plongement naturel. L’espace rigide analytique Hg, est un espace Stein, puisqu’en effet, si I'on
note pour n € N
H, =Py \ |J Blan),

z€PY(Z/p")
ou B(z,n) est la boule ouverte centrée en z et de rayon p™", i.e. si T = ag + -+ + app" a
pour réduction x € Z/p", les C-points sont B(z,n)(C) = {z € C | v,(T — z) > n} et si
¥ a pour réduction =1 € (Z/p") alors B(z,n)(C) = {2 € C | vy(71 —271) > n}. On a
alors Hg, = lim Hy,. Ainsi, les espaces des sections globales O = O(Hg,) = @nO(Hn) et
Ol = Ql(HQp) sont des espaces de Fréchet. On note z € O la coordonnée naturelle de P}@p'
L’action naturelle de G sur ]P’(bp est donnée sur z par

a b ca dz —b
= 5 - 2= .
g c d g a—cz
Cette action se restreint en une action sur HQp et munit @ d’une action linéaire de G. Soient

k,m € Z des entiers, on définit O{k, m} comme Q-représentation de G de sorte qu’en tant que
Qp-espace vectoriel topologique O{k, m} = O muni de l'action de G donnée par

feOo{k,m}(Hg,), (g9*f)(z)=7j(zg) " det(g)™f(g-2),

ou j est le facteur d’automorphie donné pour g = (CCL Z) par j(z,9) = a — cz. On a par
exemple, Q' =2 02,1

7.2. L’espace de Drinfeld

7.2.1. Op-modules formels spéciauz. — Soit D 1'algebre des quaternions non scindé sur Q,,
i.e. 'unique corps gauche tel que invg,D = % On note Op C D l'unique ordre maximal et on
fixe wp € Op tel que w? = p. Si 'on choisit un plongement Qp2 = D, ou Q2/Q, est 'unique
extension quadratique non ramifiée, on a D = Q2 [wp] et Op = Zy2[wp]. On note G := D* le
groupe des inversibles de D.

Soit S un schéma formel sur Spf(Z,). Un Op-module p-divisible sur S est un groupe p-
divisible formel G sur S muni d’une action de Op, i.e. muni d’un morphisme ¢: Op — Endg(G).
En particulier, Lie(G) est un Z,» ®z, Os-module et on dit que G est un Op-module formel spécial
si Lie(G) est un Z,» ®z, Os-module localement libre de rang 1.

En suivant [37, 3.58], on explicite maintenant le module de Dieudonné d’un Op-module
formel sur F,, qui est unique & isogénie prés d’apres [37, Lemma 3.60]. Rappelons qu’on note
Z, = W(F,), l'anneau des entiers de Q, := @ , le complété de l'extension maximale non-

ramifiée de Q, qui est muni d'un automorphisme de Frobenius noté o. Posons le Zp—module
Mt = 0Op ®z, Zp, muni de V = wp @ 0 L.

Ces données définissent un groupe p-divisible qui est naturellement un Op-module formel spécial
sur F,, que 'on note G. L’isocristal associé est M = M ®z, Qp = D ®q, Qp, muni du
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Frobenius F = wp ® 0. Cet isocristal est muni d’une action de G qui s’identifie au groupe des
automorphismes Op-invariants (c¢f. [37, Lemma 3.60]).

7.2.2. L’espace de Drinfeld. — Soit Nilpzp la catégorie des Zp—algébres telles que p est Zariski-
localement nilpotent. On définit un foncteur

X un Op-module formel spécial sur R
R— (X, p) |

p: G ®p, R/p --» X ®r R/p une quasi-isogénie Op-linéaire

D’apres [37, Proposition 3.63], ce foncteur est représentable par un schéma formel p-adique sur
Zp, que l'on note .#p,. Alors, .#p, est muni d’une action naturelle de G par précomposition.
Cette action est donnée pour g € G sur les R-points par (X, p) — (X, pog). On peut décomposer
AMpy suivant la hauteur de la quasi-isogénie

Dr — |_| %Dr[Qn]v

neL

ol les composantes sont isomorphes et définies sur Zp. L’action de G sur les composantes
connexes est donnée pour g € G par n — n + v,(det(g)). On a une donnée de descente & Z,
qui est définie par la multiplication p: #p,[2n] — #p,[2n + 4] vu comme élément du centre de
G. Le quotient P #p, == M,/ p% admet un modele sur Zy. On note MODr la fibre générique de
My [0] et M%r la fibre générique de .#p, puis on note MY, := MODr ®q, C et MY, = I\V/IODr ®q, C
leur extension des scalaires a C'. Notons que MODr = MOD]r ce qui permet d’exprimer le
quotient ? M%r = M%r / p% & partir de deux copies de M%r. De plus, ¥ MODr admet un modele sur
Q, que I'on note ” M%p et PMY, =" M?Qp ®q, C son extension des scalaires a C.

7.2.3. La famille universelle. — L’espace .#p, est muni d’une famille universelle Gp, — #p;
qui est un Op-module formel spécial sur .#p,. Le module de Tate de ce groupe p-divisible
universel deﬁmt sur MDr un Zy,-systeme local étale noté Vgr = Ty (Gpr) (cf. . D’apres
le lemme il définit un Qp-systeme local étale, noté Vp, = V,(Gp,) qui est isotrivial de
p-module associé M[—1] et de poids de Hodge-Tate 0 et 1 (chacun de multiplicité 2).

on a un morphisme des périodes 7: M% — IP’}J qui est un plongement d’image I’ouvert admis-
sible Ho C B¢, d’apres le théoréme de Drinfeld (cf. [22], [37, Theorem 3.72]). Ainsi, on a des
isomorphismes M%, = H¢ et pM% =~ He U He. Ce morphisme est caractérisé par la propriété

(7.1) Ly @7, 7 Op1 (1) = Lie 9p,

ot Op1(1) est le fibré en droite ample usuel de la droite projective et Lie 9p, est le Z,2» ®z, O-
module inversible donné par I'algebre de Lie du Op-module formel spécial universel.

7.3. La tour de revétements. —

7.3.1. Définition. — Soit n > 1 un entier, la famille universelle définit un revétement étale
Gpr[@hle — MOC. Ce revétement est étale puisque toute algebre de Hopf de rang finie en
caractéristique 0 est étale. On définit le n-iéme étage de la tour de Drinfeld par

&= Gorl@plo \ Gorl@py e — Mg
En terme de probleme de modules : posons V = Op, 'espace M} classifie alors les isomor-
phismes Ofj-équivariants entre VD Jwl et V) / wD D’apres [41], il existe un espace perfectoide
1\7130 tel que M ~ 1&n MP, et MC tel que MC lgln MC' Le revétement Mg — MC a pour
groupe de Galms 0}55/(1 + @}Op) et on obtient un diagramme

—

l\v/IC’O*M\//[O\O

NN

MO *>M0 —— P,
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Le Q,-systeme local étale isotrivial Vp, se définit sur M, de la méme maniere que précédemment.

Sur Mg¥, le systeme local Vp, devient trivial. On note simplement l\v/Ig? et M les systemes
projectifs que 'on distinguera des espaces perfectoides complétés correspondant. On appellera
abusivement ces systeémes projectifs des tours (de revétement) et c¢’est eux dont on veut calculer
la cohomologie. La tour de revétements MOCO est muni d’une action de G x G.

Comme précédemment, on définit le quotient PM, = Y &/ p% qui admet un modele sur Qp
que 'on note pM&p et qui définit une tour de revétements pM(‘@ de pr)Qp. Ainsi, on obtient une
action de #(,, ce qui défini finalement sur le systéme projectif PMg une action du produit

G =¥, x G x C.

On peut définir une action de #f, sur 1\71000 qui donne l'action décrite sur son quotient PMp et

définit ainsi une action de G tout entier sur ME? : il suffit de remarquer que le carré du Frobenius
décrit la donné de descente effective (cf. [37, Theorem 3.72] et [37, Theorem 3.49]). On note
on = O(pM& qui est une Qp-représentation de G' x G. De méme que pour le demi-plan, on

)
P
définit pour k£ > 0 un entier et m € Z la représentation O"{k, m} : en tant que Q,[G]-module
topologique on pose O"{k,m} = O", et on définit l'action de g € G pour f € O™ par

a b . _
o= (0 0) €6 @) = i) dento)" fla ),
ol I'on note m: Mg — Hg, la projection naturelle et Jj(z,9) = (a —em(z)) € O le facteur
d’automorphie. L’action considérée a un sens puisque O" est naturellement un O-module.

7.3.2. Composantes connexes. — Décrivons les composantes connexes de MOCO Rappelons que,
d’apres Strauch (cf. [44]) on a une surjection Mg¥ — Z) donnant les composantes connexes de
la tour. Plus précisément, si 'on choisit un générateur de Zy(1), on obtient un isomorphisme

mo(ME) = Isom(Zy, Zy(1)) = Z, .
Ainsi, on en déduit un isomorphisme WQ(M%O) = Q, et une surjection MOCO — Q. Comme G
opere sur Mgy cette action induit une action sur Q. Si 'on note, comme dans l'introduction,
v: G — Q, le morphisme donné pa
(0,9,3) — rec(o) @ det(g) ™! @ nrd(g),
alors G opere sur Q par multiplication par v. De plus, on introduit les groupes
Gt = y_l(Z;), G° = kerv.
Alors, G stabilise MY et G° stabilise les composantes connexes.
Le lemme suivant résume ces observations, déduites de [44, Theorem 4.4] :
Lemme 7.1. — Soit L/Q, une extension finie. En tant que L-représentation de G,
Hgt(M%O§ L) = Indg+H2t(M%°; L).
De plus,
HAMZ: L)= D (ov)
X: Zy —L*
ot la somme directe porte sur l’ensemble des caractéres lisses de ) a valeurs dans L*.
Remarque 7.2. — 1. Dans cette remarque, a partir du résultat pour Hgt = Hgt(M%o; ),
on va expliquer que tous les caracteres lisses de Q; apparaissent en sous-objet de flgt =
Hgt(M%o; ) Notons que comme G/Gt = p” via v, I'induction IndEJFHgt s’identifie aux

(®)Rappelons que le morphisme de réciprocité est normalisé de sorte & ce que le Frobenius arithmétique soit
envoyé sur p.
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fonctions sur Z a valeurs dans HO, et méme, puisque ce dernier n’est constitué que de ca-
ét ’
ractéres, on a un isomorphisme
0~ 0
Hét = | | Hét

1€EZ
ou 'action de G décale les facteurs. On en déduit que 'inclusion diagonale Hgt — ﬂgt est
stable par G. On peut tordre cette représentation par les caracteres de p? pour finalement

obtenir une inclusion
0
@D (xov)—HE,
x: QF —L%
ou la somme a gauche porte sur ’ensemble des caracteres lisses y: Q; — L*.

2. Dans la description précédente, l'inclusion Hgt — flgt stable par G n’est pas l'inclusion
naturelle donné géométriquement. Le méme phénomene apparait pour I’inclusion du caractere
trivial 1ov — Hgt qui n’est pas donné par la projection sur une composante connexe ; cette
derniere n’est pas stable par G.

3. Comme on travaillera surtout avec PM’, notons que 'on a
0 . 0 0 0
PHg; = Hét( PME s ) = Hg @ Hey @ (x20v)

ot x2: QF — L* est I'unique caractere quadratique non-ramifié, i.e. x2(p) = —1. Comme

pour le point précédent, I'inclusion Hgt — pHgt de la décomposition n’est pas donné par

géométriquement par une projection.

Le lemme|[7.T] ainsi que le second point de la remarque nous permet de décomposer les groupes
de cohomologie étale suivant les caracteres qui apparaissent dans le ﬁgt, comme on le fera au
paragraphe [0.1.2]

7.3.3. Le L-systéme local universel. — Soit v1: G x G — Q, la restriction de v a G x G. On
note V := Vp, ®q, L - |1/1|11,/ 2 qui définit un L-systeme local isotrivial sur la tour pM@Z et on
définit
SymV = @Vk, V}, = Sym% V.
k>0
On note D l'isocristal associé a V qui est un L-espace vectoriel. Le formalisme Tannakien fait
de D une L-représentation de G x G. De plus, si on pose

SymD = @]D)k, Dy = Symlz D,
k=0

alors, Dy est I'isocristal associé a Vi et on peut considérer Sym D comme l'isocristal associé a
Sym V. D’apres le paragraphe|7.2.3} on a bien Dy ®q, Q) = Symg M[—k]®q, L- |1 /2. Notons
P

que Sym V définit aussi un L-systeéme local isotrivial sur 1\718? et sur M¢¥ mais l'isocristal associé
est alors Sym D ®q, Q).

8. Représentations de G et G

Rappelons que I'on note G := GL2(Q)), G = D* et L/Q, une extension finie assez grande
(i.e. contenant les extensions quadratiques de Q). On note finalement B C G le sous-groupe
de Borel des matrices triangulaires supérieurs et T' C B le sous-groupe des matrices diagonales ;
on a un quotient naturel B — T

8.1. Représentations (localement) algébriques. — Rappelons que pour H un groupe p-
adique et V une L-représentation de H, un vecteur v € V est dit (localement) algébrique si
Papplication orbitale h +— h - v est une fonction (localement) algébrique sur H. Si, comme
dans les cas qui nous intéressent, H est I’ensemble des QQp-points d’un groupe algébrique, ces
représentations algébriques proviennent directement des représentations du groupe algébrique
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sous-jacent. Les représentations que l’on va introduire ne sont localement algébriques mais se
sont simplement des tordues de représentations algébriques par un caractere lisse.
On définit les poids réguliers comme 1’ensemble

Pi={(\1, ) €Z* | Ay > M}

On pose de plus P, C P l’ensemble des poids réguliers positifs, i.e. les A = (A1, \2) € P tels que
A1 = 0. Pour A € P, posons w(A) = A2 — A1 € Net [\| = A2 + A;. Pour £ > 1 un entier, K/Q,
une extension finie de @Q,, on note simplement Sym]}( = Sym];( K?, la puissance symétrique
k-ieme de la représentation standard de GLg(K).

8.1.1. Représentations algébriques irréductibles de G. — Soit A € P. On définit une L-
représentation de G par

W .= S w(A)—1 A1 |>\|271
x = Sym; ®@rdet™ ®@p, |det|,

C’est une L-représentation localement algébrique irréductible de G. Rappelons que SymlL =
Lef @ Lej et pour g € G on a

a b * * * * * *
(8.1) gz(c d>’ g-ey=ae,+cel, g-e] =bey+ de.

Ainsi, une base de W est donnée par {(ef)"(€})? }itjmw(n)—1- On note W) le dual de Wy qui a
pour base {(eo)"(e1)? }itj—w(r)—1 €t qui est construit & partir de (Symi)* = Qpeo ® Qpe;. Pour
geGona

a b 1 1
= -eg = deg — b e = ——(—ceg +
g (c d)’ g-eo det(g)( 0 ) g det(g)( ce + aex),

On remarque que W5 = Wy« oit A* := (1 — A2, 1 — A1) ; en particulier w(\) = w(A\*¥).
8.1.2. Représentations algébriques irréductibles de G. — On a un isomorphisme
D ®Qp L= MQ(L),

ce qui fournit un plongement G < GLy(L) et permet de définir Sym?, la standard, comme
L-représentation de G. Remarquons que sous cet isomorphisme la norme réduite s’identifie
au déterminant. Ainsi, pour A\ € P, on définit une L-représentation localement algébrique
irréductible de G par

[A=1

Wy = Sym%o‘)_1 @pnrdM ®@p Inrd|, %,

et on note W/{‘ son dual (on a inversé les conventions par rapport a G). On a toujours Wi 2 Wys.

8.2. L’isocristal de Drinfeld. — Rappelons qu’au numéro on a introduit SymD
comme l’isocristal associé au L-systeme local SymV qui a naturellement une structure de
L-représentation localement algébrique de G x G. Le but de ce numéro est de décrire cette

représentation. On commence par factoriser D, puis on décompose Sym D a 'aide de foncteurs
de Schur.

8.2.1. Fuctorisation de D. —

Lemme 8.1. — Soit L/Q, une extension finie contenant une extension quadratique de Q, et
p=(0,2) € P,. En tant que L-représentation de G x G on a

D=eW,®L Wp.
Démonstration. — On donne une preuve conceptuelle de ce résultat qui peut aussi se démontrer

a la main avec une base adaptée (cf. [46]). Via Iisomorphisme D ®q, L = Ma(L) on obtient
deux actions (I'une & gauche et lautre a droite) de GLa(L) qui commutent. Ces actions se
restreignent en une représentation de G x G via le plongement de ces groupes dans GLo(L).
Maintenant, si V' est un L-espace vectoriel de dimension finie, Endz (V) = V ® V* et l'action de
GL(V) x GL(V) est a gauche sur le premier facteur V' et a droite sur le second facteur V*. En



38 ARNAUD VANHAECKE

ce sens, 'isomorphisme Endy (V) 2V ® V* est GL(V) x GL(V')-équivariant. Ceci nous donne
le lemme en prenant V = L? et en tordant par \1/1|p = |det™! ® nrd|1/ 2 O
Remarque 8.2. — Ce résultat peut aussi se démontrer a la mains en utilisant une base adapté.
Donnons une derniere interprétation de ce résultat en terme de théorie de Hodge p-adique. On

reprend les notations du numéro 1l Rappelons qu’a isomorphisme pres, il existe un unique
groupe formel de hauteur 2 et de dlmensmn 1 sur Fp; notons le H. Soit N+ le module de

Dieudonné de H et N I'isocristal associé. Alors N+ 22 Op ®sz Zp muni du Frobenius F = wp®o.
Ainsi,
+:oD®Zpr:oD®ZP2 (Zy2 ©2, Zy) = Op @z, (Zy x Z,) 2 NT @ Nt

De ce petit calcul on récupére plusieurs conséquences :

e On a un isomorphisme G = H x H en tant que groupe p-divisible.

e En inversant p, on peut écrire M 2 (Sym}@p)* ®q, N, ce qui muni M d’une action de G. Le
calcul montre que cette action coincide avec ’action par automorphisme.

e La description de N+ permet de retrouver que l@s automorphismes de H sont Op. On obtient
que Op agit dviagonalement sur MT =2 Nt @ Nt et on recupeére que 'action par G sur les
composantes N est la standard.

En conclusion, M 2 (Sym(l@p)* ®q, N comme Qp-représentation de G x G et on a montré que

M ®Q, L- ‘V1|;1o/2 = (Wp XL Wp) ®Q, Qp'

On renvoit a [25, Théoreme 8.1.5] qui résume la théorie de Hodge p-adique des Op-modules
formels spéciaux.

8.2.2. Décomposition de l’isocristal. — On veut maintenant décomposer Sym D. Commengons
par quelques rappels sur les foncteurs de Schur. Soit K un corps de caractéristique 0, pour tout
entier k > 0 et toute partition x4 - k on a un foncteur de Schur S,,: Vectg — Vectx qui permet
de construire les représentations irréductibles du groupe symétrique &, et les représentations du
groupe général linéaire. Les partitions de k sont représentés par des diagrammes de Young. Pour
plus de détails sur ces constructions et le résultat qui va suivre, on renvoie a [29] Lecture 6].
Soient V' et W deux K-espaces vectoriels. Alors d’apres [29] Exercice 6.11], on a

Symf (V@ W) = DS,V @k S, W,
pk

ou la somme porte sur l’ensemble des tableaux de Young u tels que le nombre de lignes
de p est inférieur a dimg V et a dimxg W, i.e. on considere les partitions en au plus
min{dimg V,dimg W} entiers. De plus, pour V un K-espace vectoriel de dimension 2 et

p= (p1, p2) on a
SuV = Sym" 72 V @ deth?.

Combiné au lemme [R.1] on en déduit le résultat suivant :

Corollaire 8.3. — En tant que L-représentation de G x G, on a

SymD = @ Wy @1 Wa.
AEPL

De plus, pour k € N, Dy & @P\I:’Hl Wy @1 Wy.

8.3. La série speciale et la Steinberg

8.3.1. Définitions et dévisages. — Rappelons qu’'une L-représentation de Steinberg de G est
construite & partir des fonctions d'une certaine régularité sur P1(Q,) a valeur dans L dont on
prend le quotient par le sous espace des fonctions constantes.

On définit la Steinberg lisse sur L par

St = ¢ (P'(Qp), L)/L
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C’est une L-représentation lisse de G de type LB (limite inductive de Banach) qui est
irréductible.
De méme, on définit la Steinberg localement analytique sur L par

st .= ¢ (PY(Q,), L) /L.

C’est une L-représentation localement analytique de G de type LB. Ce n’est pas une

représentation irréductible puisque St C St'". Il ’avere que le quotient est irréductible et

qu’il s’interprete en termes de fonctions sur le demi-plan p-adique. Plus précisément, le quotient

s’identifie au dual de (O/Q,) ®q, L. On va étendre ces constructions en poids supérieurs.
Pour A € P, on définit la Steinberg localement algébrique de poids A par

lal *
Sty® = St™ @ Wy.

C’est une L-représentation localement algébrique de G de type LB qui est irréductible.
Pour A € P, on définit finalement la Steinberg localement analytique de poids A par

St = Stlm @ Wi

C’est une L-représentation de G de type LB. Ces représentations admettent aussi des descrip-
tions en termes d’induite localement analytiques ([8, Remarque 2.2]). Pour tout i € N, notons
z* le caractere algébrique Q — L*, a + a'. Posons

[A[=1 [A[=1

By = Ind§(zM @ 27 Y) @ |det], 2, B :=Ind% (= '@ 2M) @y [det|, 2 .
Alors B* est irréductible et W3 C By, qui n’est donc pas irréductible. On obtient
Sthen = By /W5,
On note ExtlL[é] le groupe des extensions dans la catégorie des L-représentations localement
analytiques de caractere central ﬁX@ D’apres [8], Proposition 2.6] et [8, Théoreme 2.7] on
obtient le lemme suivant :

Lemme 8.4. —

0 0) € g de lalgébre de Lie de G,

1. L’action par dérivation, donnée par I’élément u™ = <O

nduit une suite exacte
(wh)" ™ o

0 — St§'8 — stlen — 0.

En particulier, Stlfn a deux composantes de Jordan-Holder.

2. On a un isomorphisme naturel Hom(Q,;, L) = Exti[é](VVik , Stl)fm).

Le membre de gauche de cet isomorphisme est de dimension 2 sur L, engendré par la valuation
p-adique vy, et le logarithme log normalisé par log(p) = 0. La base (vp, log) donne une identifica-
tion P(Hom(Q, ', L)) = PY(L) ce qui permet de définir pour £ € L C P!(L) une représentation
localement analytique de type LB que ’on note 22 et qui est par définition contenue dans une
suite exacte de L-représentations de GG non scindées

0 — Sthn — ¥} — Wi — 0.

En particulier, 22\1 a trois composantes de Jordan-Holder. Rappelons de plus que 22 est la
représentation localement analytique construite par Breuil dans [5] ou il démontre les résultats
suivants :

Lemme 8.5. — On q,
e End. (X)) =L,

9)Si on note ¢y : Q, — L™ le caractere central de Wy et Stlen, un petit calcul montre que ¢(a) = w(a)wf1 ou

w: Q) — L™ est le caractere cyclotomique défini par w(a) := alal.
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o si (N L,x)# N, LX) alors
2 @ (x odet) % XY @ (x odet),
ot x, X' Q) — L* sont des caractéres lisses,

e [es vecteurs localement algébriques de 22 sont Stlflg.

8.3.2. Dualité de Morita. — La dualité de Morita donne un isomorphisme explicite entre les
formes différentielles sur le demi-plan p-adique et les distributions localement analytiques sur
I’espace projectif. Plus précisément, on a un isomorphisme topologique G-équivariant (Stlan)/ =
ol ®q, L = 0{2,1}, donné explicitement par le noyau de Poisson

dz

]Pl(@p) z— X

pe (stn) — u),

ot I'intégrale & droite signifie I'accouplement entre la distribution et la fonction z € P1(Q,) —
Zd%m € Q! & valeurs dans les différentielles sur Hg, . Breuil a étendu cette dualité & la série spéciale
p-adique (cf. [5, Théoreme 3.2.3]). On aura besoin d’une version tordue de la dualité de Morita,
qui apparait chez Breuil (¢f. [5, Théoréme 3.1.2]) mais aussi chez Dasgupta-Teitelbaum (cf. [17,
Theorem 2.2.1]). Nous énoncons le théoréme en utilisant le noyau de Poisson, pour lequel on
renvoit & [17, Proposition 2.2.6]. Soit A € P, notons

wy=0{1+w\),1 - \}®L !det]%m.

Proposition 8.6. — Soit A € Py. Alors on a un isomorphisme topologique entre L-
représentations de G, (Stl)‘fm)/ = wy donné par le noyau de Poisson
1

().

/
pe (Sten) s
(557) PI(Qy) T

8.4. Préliminaires techniques

8.4.1. Cohomologie de Gt (n) & valeur dans une induite. — On note G+ = Iy Gl =
ker(nrd), G(n) == 1+ @l Op et G(n) := G(n) NG"'. Le but de ce paragraphe est de démontrer
la proposition suivante, concernant la cohomologie continue d’une induite continue :

Proposition 8.7. — Soient n > 0 et k > 0 deux entiers. Alors
Hl(G’(n) : Indgf Sym%p OD)

est un Zyp-module de torsion p-primaire et de type fini. En particulier, il est tué par une puissance
de p.

La preuve repose sur deux lemmes issues de résultats de Lazard (cf. [34]) que 'on utili-
sera apres avoir appliqué le lemme de Shapiro. Le premier lemme permet de montrer que la
cohomologie est de p-torsion.

Lemme 8.8. — Soit H C G' un sous-groupe ouvert compact. Soit V une Qp-représentation
algébrique de H de dimension finie, alors

HY(H; V) =0.
Démonstration. — Premierement, remarquons que 1’algebre de Lie de H est la méme que celle

de G', qui est D! C D, la sous-algebre de Lie des éléments dont la trace réduite est nulle. De plus,
H est un groupe de Lie p-adique et V est a fortiori une représentation localement analytique.
Ainsi, d’apres un théoreme de Lazard, [34, Chapitre V Théoreme 2.4.9], la cohomologie de
groupe est calculée par la cohomologie de ’algebre de Lie. Plus précisément,

HY(H; V) 2H(D'; V).
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Donc, il suffit de montrer que Hl(Dl; V) = 0. Or D! est une algebre de Lie semi-simple et V
est une représentation de dimension finie. On utilise maintenant le théoreme de Whitehead (cf.
[32], II1. Theorem 13]) pour conclure que HY(D'; V) = 0. O

Le second lemme permet de montrer que le groupe de cohomologie en question est de type
fini.
Lemme 8.9. — Soient n >0 et k > 0 deux entiers. Alors,

H'(G"(n); Sym§ Op),
est un Zy-module de type fini.

Démonstration. — Notons S = Symﬂlf-p Op, H! = Hl(Gl(n); S) et S = S/wp = Sym{ﬁp Fpe.
Alors H! :== Hm H!/wp™ (cf. par exemple [35], Corollary 2.7.6]) et

H! Jmwp = HY(GY(n) ; §).

On va montrer que H! /zp est fini.

Supposons que n > 1, alors 'action de Gl(n) est triviale sur S. Donc, pour montrer que
H! /wp est de dimension finie, il suffit de justifier que Hl(él(n); ]Fp) est de dimension finie.
Mais d’apres un résultat de Lazard (cf. [34, Chapitre V, Théoreme 2.5.8]), comme G'(n) est un
groupe analytique p-adique compact et sans-torsion, ¢’est un groupe de Poincaré ; en particulier
HY(G'(n); Fp) est fini et donc H! /zop est fini dés que n > 1.

Si n = 0, comme G'/G'(1) est un groupe d’ordre p + 1, donc premier & p, on a
H{(G'/ G'(1); S) =0 pour i > 1 et la suite d’inflation restriction donne un isomorphisme

HY(G'; 8) = H(G'(1); 5)°,

et on vient de montrer que le terme de droite est fini. Ainsi H' /oop est fini pour tout entier
n > 0.

Finalement, d’apreés le lemme de Nakayama, H!/cwp™ est un Z/p™-module, et donc un Z,-
module, de type fini engendré par dimp, Hl((}l (n); 5’) générateurs. On en déduit que H' =
lim H!/wp™ est de type fini. O

On démontre maintenant la proposition )
Démonstration. — Notons S = Sym%p Op, I(1) = Indng et I(n) = Indggr(?b)S . On commence
par deux observations :
e On a I(1) = %O(Z; , Zp) ®z, S puisque S est un Zy-module libre de rang fini. De méme,

I(n) = €1+ p"Zy, Lp) @z, S.
e Par le lemme de Shapiro,

Hl(é(n) ; I(n)) = Hl(Gl(n) ; S).
Or, par le lemme M HY{(G*(n); S) ®z, Qp = 0 ce qui signifie que HI(G1 (n); S) est de torsion
G(n

p-primaire et le lemme nous assure qu’il est de type fini. Ainsi Hl( )i I (n)) est de torsion

p-primaire et de type fini. Or,

M= @ Na+p"Zy,2,) 27,52 P I(n)

ac(Z/p™)* a€(Z/pm)*

en tant que représentation de G(n). Ainsi HY(G(n); I(1)) est de torsion p-primaire et de type
fini. O
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8.4.2. Annulation d’un groupe d’extension localement analytique. — Commencons par motiver
ce que l'on va faire, quitte a sortir légerement du cadre de ce paragraphe. On introduit la
L-représentation Hz de G en Les vecteurs localement analytiques de Hz ne sont pas
exactement ¥ ; ils ont une composante de Jordan-Holder supplémentaire dont on va montrer
ici qu’elle n’interviendra pas dans nos futurs calculs. Plus précisément, la L-representation
localement analytique lanﬂé de G a 4 composantes de Jordan-Holder et on a une suite exacte
non scindée B
0— %3 — 1) — B -0,
Al—1

ot B* = IndG (w2t @ wlaM) @ \det\l‘,lT, avec w(x) = z|x| le caractere cyclotomique, qui
est une L-représentation localement analytique de G. On va montrer le résultat suivant :

Lemme 8.10. — Soit A € P. Alors
Extp (W5, BY) =0.

Avant de démontrer ce lemme on a besoin d’un peu de préparation. Rappelons que qu’on
note T' C G le sous-groupe des matrices diagonales que 1’on voit comme un quotient B — T du
Borel des matrices triangulaires supérieures.

Lemme 8.11. — Soit : T — L™ un caractére localement analytique mais non algébrique (en
particulier non trivial), que ’on voit comme un caractére de B via B — T. Alors, pour tout
entier 1 > 0,

HY(B; 6) = 0.

Démonstration. — On commence par justifier qu’il suffit de montrer que pour tout caractere
localement analytique non trivial 6: T — L*, on a HZ(T ; 5) = 0. En effet, la suite spectrale
d’Hochschild-Serre s’écrit

EYH(T; W(N; §)) = H™Y(B; )
et en tant que représentation de 7', on a Hj(N; 5) = Hj(N; @p) ®q, 0. Mais, en tant que
représentation de T, Hj(N ; Qp) est un caractere algébrique donc, par hypothese, Hj(N ; 5) est
un caractere non algébrique. Ainsi, il suffit de montrer que 1’'on a Hi(T ; 6) = 0 pour tout entier

7 > 0 comme annoncé.
Par la formule de Kiinneth, en écrivant 6 = 41 ® J2 on obtient

H(T; )= @ H*™(Q);6) @LH(Q); &),
ki1+ko=1
et on se raméne donc a montrer que pour tout caractére unitaire dg: Q; — L* et pour tout
entier + > 0 on a '
HY( b bo) = 0.
Pour démontrer ce résultat, on décompose Q) = Pl pp1 - (L+pZp) 27 X pp1 X Zyp et la
décomposition de Kiinneth donne

H(Q):00) = D HYZ: bo) @p H(up1; do) ©1 H¥(Zp 5 80).
k1+ka+ks=i
On analyse les termes un & un pour justifier que dans chaque terme de la somme au moins 'un
des groupes de cohomologie s’annule.
e On a Hkl(Z; 50) = 0 pour k1 > 2 ou pour tout entier k; > 0 tel que do(p) # 1.

e On a HkQ(up_l; 50) = 0 pour ko > 1 puisque les représentations de groupes finis en ca-

ractéristique zéro sont semi-simples, puis HO(,up_l ; (50) =0 si 50‘# . #1

o
k . — ;

e Ona H 3(Zp, 50) = 0 pour k3 > 2, ou pour tout entier k3 > 0 tel que 50‘(1+pzp) # 1.
Puisque Jg # 1, 'une des restrictions considérées n’est pas triviale, donc I'un des trois groupes
de cohomologie est toujours nul ce qui permet de conclure que HZ( b 50) = 0 pour tout entier
1> 0. O
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On peut maintenant passer & la démonstration du lemme [8:10]
Démonstration. — D’apres le Lemme de Shapiro on a
~ [A[=1
Exty (W3, BY) = H(B; Wy @ (v @ w la™) @y [det], ),
ou la cohomologie a droite est la cohomologie localement analytique de groupes. Or, en tant que

représentation de B, Symw(/\)_1 est une extension successive de caracteres algébriques et donc
[A-1

Wy @p (wr2~ ! @ w™laM) @) |det|, 2 est une extension successive de caracteres localement
algébriques dont la partie lisse n’est pas triviale. Ainsi, il suffit de montrer que pour tout entier
i > 0 et pour tout caractére localement algébrique non trivial 6: Q) — L on a

HY(B; §) = 0.

Or, c’est le contenu du lemme [8.11} ce qui conclut la preuve du lemme. ]

9. Calculs de cohomologie

Le but de cette section est de décomposer les différentes cohomologies isotriviales de la tour
de Drinfeld suivant les poids pour se ramener a des opers dont on sait maintenant calculer la
cohomologie (cf. la premiere partie). On traitera aussi des torsions par des caracteres lisses qui
apparaissent au travers des composantes connexes.

9.1. Décomposition des cohomologies

9.1.1. Rappels des définitions. — Faisons quelques rappels tout en introduisant de nouvelles
notations. On a la tour d’espaces rigides M%O muni d’'une action de G = #g, x G X G. Son
quotient par p € G, noté PMg, est la somme de deux copies de M¢¥ et ce dernier est uniquement
muni d’une action de G* = u‘l(Z;). Sur ces différentes tours, on définit le L-systeme local
V = Vp, ®q, L - |I/|119/ 2 o Vpr est le module de Tate rationnel du Op-module formel spécial
universel. Le module de Tate VBr définit un réseau VT et on pose

SymV := @ Sym,’% V, SymV't:= @ SymléL V.
k>0 k>0

On définit la cohomologie étale de Sym V(1) comme étant la somme directe des cohomologies
étales des Sym% V(1). Soit

HY = Hy(M ; Sym V(1)) = €D lim Hi (Mg ; Sym§, V(1)) ®o, L.
k>0 ™

De fagon similaire,
Hy, = Hét(M%o§ SymV(1)), PHY, = PHY = Hét( PME ; SymV(1)).

Ici, ﬂét et PH}, (resp. H},) sont des L-représentations de G (resp. G). De méme, les cohomo-
logies proétales sont définies par

Hy = Hy(Mg ; Sym V(1)) = @D lim Hy, (M ; Sym} (1)),

k>0 7™
et de fagon similaire

Hpge = Hpo(ME 5 SymV(1)),  PHpe = PHpg = Hpgo( PME ; Sym V(1))

De méme, Irlrl)ét pHéét (resp. Hll)ét) sont des L-représentations de G (resp. GT). Pour les coho-
mologies de de Rham et de Hyodo-Kato on va surtout utiliser ? M‘X;, comme on a besoin d’un
modele sur une extension finie de @, pour appliquer ce qui a été développé dans la premiere
partie. On associe & V un fibré plat filtré £ = (£, V,Fil) et comme V est fortement isotrivial
de fibré associ¢ D on obtient que £ = D ®g, O (on note temporairement O™ le faisceau
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des fonctions sur pM&p) et V = id ® d. Le fibré associé a SymIZV est donné par la puissance
symmétrique k-ieme de £. Ainsi, on définit
Sym¢& = @ Symbe £, SymD = @ Sym% D,
k>0 k>0
et
PHip = @D lim Hip(PMg, ; Symén €),  PHig = @D lim Hip("Mg, 5 Symj D).
k>0 ™ k>0 ™

se sont des L-représentations de G (ot #{, agit trivialement) et PHp 2P Hcl1R par isomorphisme
de Hyodo-Kato. De plus, PHy; est muni d'une filtration L[G]-stable et PHi est muni d’un en-

domorphisme L-linéaire ¢ et d’'une monodromie, qui s’avere étre triviale (c’est un 1-morphisme
non trivial vers H%K comme on le verra en [12.2.3)). On définit aussi

PHip == @ lim Har(PME ; Symon €),  PHirg == @ lim Higo(PMZ 5 Symj D),
k>0 T k>0 T
ou le fibré plat est définit de la méme fagon. Alors pﬁéR &~ pHéR ®q, C qui est donc un un

- <1
C-espace vectoriel muni d'une action de G et d'une filtration L[#g, x G]-stable; PHyx =

PHpk ®q, @p est un L ®q, @p—espace vectoriel, muni d’une action de G et d’'un endomorphisme
o-linéaire. Notons que #g, n’agit plus trivialement et I'isomorphisme de Hyodo-Kato s’écrit

IjIhK ®p, c= ﬁéR. Les définitions de ﬁéR et IrI%IK se font a partir de 1\7[89 puis Hip et Hiy se
font & partir de M ; elles sont tres similaires et ne seront pas détaillés.

9.1.2. Torsion par des caractéres lisses et composantes connexes. — On va utiliser la
décomposition de H(é]t (¢f. lemme D pour se débarasser des caracteres et se restreindre
au calcul des PH! (voire H)) pour le reste de 'article.

Lemme 9.1. — Pour x = {ét, pét, dR, HK} on a :
H! = Indg, HL,

H, = @ HI,

X:Z;;—>L

ou l'induite est continue, et

ot la somme porte sur les caracteres lisses x: Z, — L*. De plus, Hl[x] 2 HI[1]® (xov) ou 1
désigne le caractére trivial.

Remarque 9.2. — 1. Pour x: Qf — L* un caractere lisse on pose Hi[x] := H}[1] ® (x o).
En utilisant le premier point de la remarque on obtient un plongement G-équivariant.

P Hl] — HL
X: Q; —L
Donc en tant que L-représentation de G, le socle de Iuﬂ est contenu dans le membre de gauche.
2. On déduit de la remarque précédente qu’on a
PHI >~ H! @ (1@ x2) o v
olt x2: Q) — L™ est le caractere non-ramifié d’ordre 2.
Lemme 9.3. — Soit x € {ét, pét,dR, HK}.

1. On a une inclusion pﬁi — H! qui identifie PH. auz vecteurs fizés par p € G vu comme
élément de G ou G. En d’autres termes, si W est une L-représentation de G tel que p € G
agit trivialement, alors

HOHUHQ(W/,ﬁi)::}ﬂHanKVV,pﬁiy
2. Soit x: Q) — L™ un caractére lisse, et W une représentation de G, alors

Hom (W, H}) & Homyg(W @ (yov), H}).



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 45

Démonstration. — La second point du lemme est une conséquence immédiate du premier point
de la remarque puisqu’elle implique que Ijll QKXY = Ijll On démontre la premiere partie du
lemme. Pour éviter toute confusion, notons [p] ’endomorphisme de Plek induit par p € G. On
écrit la suite spectrale de Hochschild-Serre pour le recouvrement M%? — PMg, qui donne, en
bas degrés, une suite exacte

0 HI(p%: HO) - i1l - ()" s B D).

Donc, il suffit de montrer que HY(p% ; ﬁg) = 0 pour tout entier ¢ > 0. Or, ﬁg = ﬁgt et comme
@

HY, = Indg, HY, d’aprés le lemme (7.1} ¢’est un L[pZ]-module acyclique. Donc

H(p*; H)) =0,
ce qui prouve la premiere partie. ]

Le lemme précédent permet, en tordant par un caractere, de ramener le calcul des multiplicités
dans H! au calcul des multiplicités dans PH. ; on met cet énoncé sous forme d’un corollaire :

Corollaire 9.4. — Soit x € {ét,pét,dR, HK} et soit W une L-représentation absolument
irréductible de G, alors il existe un caractere lisse x: Qy — L™ tel que

Hom (W, H}) = Hompg(W @ (x o v), H})

9.1.3. Décomposition du systéme local. — Le but de ce paragraphe est de décomposer le
systeme local suivant les différents poids. On commence par observer que le corollaire donne
une décomposition de Sym DD et donc du fibré Sym &,

SymD = @ Dy ®p W)\, Symé& = @ E\ R W)\,
AEPy AEP;
ou
e D) est un p-module sur Q,, mais aussi un L{G|-module isomorphe & W) et

e &)\ est un fibré plat filtré G-équivariant, tel que &, = O™ ®qg, W) en tant que fibré G-
équivariant, muni de la connexion V = d ® id et de sa filtration de Hodge induite par la
puissance symétrique.

Le théoreme de reconstruction des systémes locaux isotriviaux (cf. la proposition [3.9) nous
donne directement :

Proposition 9.5. — Pour tout A € Py, il existe un L-systeme local fortement isotrivial Vy,
G-équivariant et tel que

SymV = @ Vi ®r W)\.
AePy

De plus, en notant p € Py le poids p = (0,2) ce systéme local est donné explicitement par

w(A)—1

Vy = Sym} V7V, @ det’.

Finalement Dy = D(Vy), laction de ¢ sur Dy est telle que ¢*> = p'~ M et Dy = D 0,uw(a)[=A1]
en tant que p-module.

Remarque 9.6. — Sur M, la représentation du m; associé au systeéme local V, correspond a
la représentation réguliere de GLa(L) par la surjection

T (Mg) — Gt (n)

décrivant les revétements; c’est une autre fagon de les construire. Notons que l'action des
quaternion ici est distincte de ’action obtenue a partir de la structure de Op-module formel
spécial : en effet, cette derniere est triviale sur V,(Z).
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Cette décomposition permet de factoriser la partie algébrique de Paction de G et de réduire
le calcul de la cohomologie du systeme local . On note pour A € Py
Hé\t = Hét(M%oa V,\(l)), pHé\t = Hét( PME ; V/\(l))
ﬁﬁét = Héét(ME‘OE V,\(l)), pHﬁét = Hllaét( PME ; VA(l))
Hig = Hig(M&; &), PHig = Hig(?Mg) ; £1)
Hiyi = Hi(ME ; D), PHiy = Hi(PMG) 5 D))

(9.1)

On a préféré la notation H) a H*’)‘ en espérant qu’elle n’induise pas de confusion. On pourrait
aussi définir les PH) . Une conséquence direct de la proposition sont les décompositions
suivantes :

Corollaire 9.7. — Pour x € {ét,pét,dR, HK} on a des décompostion G-équivariantes
H, = P B @, Wy, PH.= P PH} @, W)
AePy AEP}

9.2. L’oper de Drinfeld

9.2.1. Filtration de O™ @ W. — Rappelons qu’on note p = (0,2). On commence par supposer
que A = (0,k+1) pour k € N mais il est facile d’en déduire les formules générales en tordant par
le déterminant ; c’est ce que ’on fera pour énoncer les résultats. On suit de pres [38), Paragraphe
5] mais on décale la filtration pour obtenir celle de £y. On définit I’élément f = (7(z)e; — eg)
qui vit dans O™ ®q, W, et qui vérifie, pour g € G, la relation g- f = j(g, 2)71f; c’est une forme
modulaire de poids —1. Ainsi, on définit sur O™ ®qg, W) une filtration décroissante de O"-
modules qui est G-équivariante et G-invariante, O" ®q, Wi = FF*OF*15...05F0 D0,
définie pour ¢ € Z tel que 0 < g < k + 1 par

k—q
-k _ k—q—j j
FTF = 65(9"!}“761 €y,
J=0

Fi7k = 0siqg>k+1et FI'F = F~% si ¢ < 0. De plus, les e%e’f_j forment une O"-base de
O" ®q, W) et de la formule eoe{ = 71'(;2)6{Jrl — fe{, on déduit par récurrence que pour j € N
tel que 0 < j < qg+1,

fqe]ffq*jeg c Onfq—/\lelf*q + Fa—k+1,
Ainsi, les fqe]f_q avec 0 < ¢ < k forment une O"-base de O™ ®q, W) et donc on définit un
isomorphisme de O"-modules ©,: O" — F1~%/Fa=F+1 par ©,(h) == hfqelffq. Un petit calcul
montre qu’il donne un isomorphisme G-équivariant O,: O"{2q — k,q—k} — FI=k/Fa=F+1 En

effet, soit h € O™, on a pour g = <Ccl Z) eG

g-[hf%e} ™ = j(g,2) "1 det(g)* Fg-hf! (—ceo + aer)* ™ € j(g,2)" " det(g)? K g-hfle} I+ FITRFL
(i(g:z)ertcf)r—a

Soit Q" == Ql(pM&p), rappelons que Q" = 0™{2,1} d’apres le numéro Naturellement, on a

une filtration G-équivariante Q" ®g, Wy = Q" @on FEO0"®@on F7*1 D .. DO0"®pn F1 =0

et les quotients successifs sont décrits par ©}: O"{2(q+1)—k,q+1—k} = Q"®on F17k /O"@on

Fa=k+1 De plus, la dérivée donne

d@id)(hflef ) = dz @ qf T e 4 dh @ frei I
1 1 1

Ainsi,

(d®id)(hfie¥ 1) € dz @ qf 711 4 Q" @on FI7F,
On en déduit que d ® id: FI7F/FI=k+1 5 Q" @0 FIF1/O" @on FI7F Sidentifie & la multi-
plication par ¢ si 1 < ¢ < k. Finalement, on a montré le lemme suivant :
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Lemme 9.8. — Si A = (0,k + 1), le fibré plat filtré (O™ ®@q, Wy, d @ id, F'*) est un oper de
poids (0, k).

9.2.2. L’oper £,. — On tord maintenant tous les calculs précédents par det ™. On a &, =
O" @ Wy et la filtration que l'on a construite coincide naturellement avec la filtration de
Hodge définit par V) sur £, d’apres la formule . En particulier, cette filtration est G x G-
équivariante et on en a calculé les quotients. On obtient la proposition suivante :

Proposition 9.9. — Soit A\ € Py, la filtration de Hodge £, = F~+1 D p~2+2 5 ... 5
F=1 D0 est telle que

1-[A]

F1/Fit = O0™2¢ + |\ — 1,q} ®q, L 1]y ® .
En particulier, Vy est un L-oper de poids (A1, A2 — 1)
On peut ainsi définir petit complexe de de Rha (¢f. le numéro ) qui prend ici la

forme :
1-A|

w(A) 2 IAl
P 0M{14w(N), 1=\ y@g, Lojv |, 2

1—[A|
2

Rrop(p 617 ; S/\) = O"{l—w()\), 1_)‘2}®@pL"V1‘P

ol d = ut € gopere sur h € O™ par ut(h) = I/, ot b’ est défini par d(h) = h/dz. La proposition
[4.5nous assure que ce complexe est quasi-isomorphe au complexe de de Rham. Plus précisément
on a un quasi-isomorphisme RFdR( pM@p i E )\) ~ RFop( pM&p i E )\) qui est G x G-équivariant.

9.2.3. Diagramme fondamental pour l’espace de Drinfeld. — Pour réduire la taille du dia-
gramme, on introduit quelques notations supplémentaires. Pour A € P, on note

el Y|

O =1lm O} OF = 0™{1—w(\),1 - X} ®q, L- vy * |

1=1A|

(9.2) wy = limwy  wy = 0" {1+ w(A),1 - N} ®q, L-|vlp*

W;go = hﬂW;g 7o = mo(PMg).
n
On note de plus
2_ pw(A)+1 2_ w(A)—1
SO gl ()
On applique maintenant le diagramme fondamental et le théoreme de comparaison, soit la
proposition et le théoreme a la tour d’espaces Stein pMO‘; ; on utilise aussi les notations

de .

Théoréme 9.10. — Soit A € Py. On a un diagramme commutatif, G-équivariant d’espaces
de Fréchet, dont les lignes sont exactes

By = t"Bl/tVBlz, U =t"(BY)

U3 @g,, WX° — BaBg,0%° —— PHyy —— 11X ("Hiy[M]) — 0

| | | J

0 — B,y ®qQ, W;rgo — B)\@)QPOKO — B)\@prio — BA@QppH?i\R — 0.
De plus, les fleches verticales sont d’images fermés et la premiére fleche verticale (resp. ho-

rizontale) est injective si et seulement si w(\) # 1.

Remarque 9.11. — Si w(A) # 1, l'inclusion U?\ ®Q,2 L — B\ ®q, L peut surprendre mais elle

a une interprétation en terme de théorie de Hodge p-adique. Donnons 1a pour A = p := (0,2).
Reprenons les notations de la remarque [8.2] alors

2_.3 9 _,2
BérrSD PT (N ®@p B;;)QD—P

(9 8chneider-Stuhler I'appellent le complexe de de Rham réduit.
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De plus, on définit Ngg = (N ®@ C)%@P qui est un Qp—espace vectoriel de dimension 2. Ainsi,
on a inclusion B‘HO = NdR ®qQ, BdR? mais comme B"Hp = (Nar ®q, tQB:{R) = 0, on

obtient une inclusion Bérr(p = Nar ®q, B =/ t2. Finalement, on peut identifier Ngr = Qp2
pour obtenir une inclusion

2_,3
BLY TP @, L Bip/t® ®q, L.

10. Cohomologie étale isotriviale de "M’ et vecteurs bornés

Dans cette sectio on montre que le sous-espace des vecteurs G-bornés de la cohomologie
proétale isotriviale de la tour de Drinfeld coincide avec la cohomologie étale isotrivial. Rappelons
qu’un vecteur v € II d’une L-représentation II de G est dit G-borné si 'ensemble {g - v}4eq est

borné. On dit qu’un sous-ensemble X d’un L-espace vectoriel topologique est borné si pour toute

suite (2, )nen d’éléments de X on a p™zy, 22H% ). Dans un espace Fréchet, ol la topologie est

définie par une famille de valuations (vg)ken, ceci équivaut a 'existence, pour tout k£ € N d’un
Ny € Z tel que vg(x) > N, pour tout 2 € X. On note IISP C II le sous-espace des vecteurs
G-bornés de 11, qui définit une sous-L-représentation de II.

Théoréme 10.1. — L’application Hét(pMOCO; SymV(l)) — Hlljet( M ; SymV(l)) est injec-
tive et induit un isomorphisme

Hpg ("M ; Sym V(1))

pét

= HL(PME 5 Sym V(1)).

Rappelons que pour k£ € N on note V; = Sym]ZV qui admet un réseau V; = Sym’z V.
La preuve se fait en deux temps. On peut alors se restreindre a démontrer le théoreme [10.1
en niveau n € N pour les V. Dans un premier temps, on montre que Hét( PM V;(l)) est de
torsion bornée, donc qu’il définit un réseau invariant dans Hét( PMZ ; Vk(l)). Ceci montre une
inclusion et on conclut alors en expliquant que l’argument de [11], Proposition 2.12] s’adapte
sans difficultés.

10.1. Annulations

Dans ce numéro, on montre 'annulation de différents groupes de cohomologie proétale. Plus
précisément, on montre le résultat suivant :

Théoréme 10.2. — Soit A€ P,. Sii > 2 alors
H g (PME; VA(1)) = 0.
De plus,
0 st w(X) # 1,
QM+ 1) siw(N\) = 1.

On va montrer ce théoreme pour la cohomologie syntomique et utilise le théoreme de com-
paraison proétale-syntomique (cf. le théoreme [6.1]) pour conclure.

HO(PMEF ; Va(1)) = HY(PMEF ; V3 (1)) = {

10.1.1. Annulation de Hgt. — On commence par montrer la seconde partie du théoreme m

Proposition 10.3. — Soitn>0et A€ Pr. Ona

0 st w(A) # 1,
1

Hgt(p ; Va1 )) Hpet( Mé; Vil )) {QP(M + 1) siw(\)

Démonstration. — Siw(\) =1, alors V) = Q,(\1) et le résultat est claire donc on suppose que
w(A) # 1. On sait, par deﬁnltlon que Hsyn(p & V,\(l)) est le noyau de I'application

. ©=p
(H%K(p ok DA)®QPB$) — H°DR (PMZ, £)) .
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Or, d’apres le théoreme [0.10] le noyau de cette application est le méme que celui de
U3 ®q,, Wy — BB, 0%,
qui est injective (cf. la remarque [9.11)) puisque w(\) # 1. D’apres le théoreme
Hpeo M5 Va(1)) = Hpy(PME; V(1)) = 0.

O]

Remarque 10.4. — On peut proposer une autre preuve de ce résultat en utilisant le groupe
fondamental étale. Pour un point géométrique z: Spa(C,Ct) — Y, on sait que V(z) correspond

a la la L-représentation Symf()‘)_1 de W‘ft( PMZ a:) — G'Y(n) C G. Cette représentation est
triviale si et seulement si w(\) = 1 et n’admet des invariants sous G'(n) que dans ce cas la.

10.1.2. Annulation de H2

pét:
Proposition 10.5. — Soit n > 0 un entier,
HZ,(PMg 5 Sym V(1)) = 0.

Démonstration. — Soit A € Py. 1l suffit de montrer que Hgét(pM" ; VA(2)) est nul. En vertu
du théoreme [6.1), il suffit de montrer que

HZ,.(PME; VaA(2)) = 0.

syn
La définition de la cohomologie syntomique nous donne une suite exacte longue

H'HK(PM§, D)) — H'DR(PME, €)) — HZ,(PMg; Va(1)) — H*HK(PMg, Dy).

syn
Premierement, comme ? M&p est une courbe Stein, on a H¥ (pM&p) =0 et donc
H?HK (PMg, Dy) = 0.
Ainsi, il suffit de montrer que ’application HIHK(pM”p, Dy) — HZ2DR(PM%, £y) est surjective.
Or, le corollaire et le lemme [5.2| nous donnent
H'DR(*Mg ,€)) = Hig(Mg, ; €x)®q, B,
H'HK ("M, Dy) = (Hige( M 5 D)8y BE) .
Puisque les pentes de HII{K(p &3 D )\) sont < —Aq + 1, la remarque nous assure que
(Hi( PM2 DA)(?@@szt)“":p’N:O — Hig(M3, ;: £)®g,Bx,
est surjective, ce qui permet de conclure la preuve. O

Remarque 10.6. — Comme pour la cohomologie a coefficients triviaux, il n’est pas clair du
tout que HZ(P?MZ ; Va(1)) = 0.

Le théoreme de comparaison syntomique-proétale assure que, pour ¢ > 2, on a

HY (PM 5 V(i) = HE(PM 5 Vi(i) = 0.

pét syn
En effet, les termes qui apparaissent dans la cohomologie syntomique sont nuls en degrés > 1.
Ainsi, quitte & tordre par une puissance du caractere cyclotomique, les groupes de cohomologie
proétales supérieurs sont nuldD| ce qui permet d’énoncer le corollaire suivant, qui synthétise
les résultats précédents :

Corollaire 10.7. — Soit A\ € Py tel que w(\) > 1. Alors H;ét(pMOCO; Va(1)) # 0 siet
seulement si 1 = 1.

(DOn peut aussi raisonner en utilisant que les affinoides sont de dimension cohomologique 1 et donc que les
espaces Stein sont de dimension cohomologique au plus 2.
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10.2. Torsion dans la cohomologie étale

Dans ce numéro, on montre que la cohomologie étale du systeme local est de torsion bornée.
Soit n > 0 et kK > 0 des entier, rappelons que V,j = SymléL V+. Il s’agit de montrer que
H;t( & V;r) est de torsion borné Pour cela on va utiliser le résultat pour les coefficients
triviaux, que ’on rappelle.

Lemme 10.8. — Soit Yo un espace adique sur C. Alors Hét(Yc; Zp(l)) est un Zyp-module
sans torsion.

Démonstration. — On peut supposer que Y¢ est connexe puisque
HL(Ye; Z,(1) =[] H&X:2Z,(1).
Xem(Ye)

La preuve utilise la suite exacte de Kummer. Pour n > 1 un entier, la suite exacte longue
associée a la suite exacte de faisceaux étales

0= Z/p"(1) = Gy 5 Gy, — 0

fournit

0— (0/0)* @7 Z/p" — Hy(Ye; Z/p"(1)) — Pic[p"] — 0,
ou (O/C)* = O(Ye)*/C* est le groupe des fonctions inversibles modulo les constantes et
Pic .= Hét(Yc; vayc) est le groupe de Picard (ou plutét ses C-points) de Y. En passant a la
limite, comme le systeme de gauche satisfait Mittag-Leffler, on obtient une suite exacte courte

(10.1) 0— (0/C)*®zZ, — Hy(Ye s Zy(1)) — T, (Pic) — 0,

ot (0/C)*®zZ, est le complété p-adique du groupe (O/C)* et T, (Pic) = lim Pic[p"] est le
module de Tate de Pic. Or, (O/C)* est sans torsion et le complété p-adique d’un module sans
torsion est sans torsion donc (O/ C)X<§JZZP est sans torsion. De plus, si M est un groupe abélien

alors T, M est sans torsion et donc 7T}, (Pic) est sans torsion. Finalement, la suite exacte ((10.1))
montre que Hét(YC; Zp(l)) est sans torsion. O

Pour utiliser ce résultat on doit trivialiser le systeme local. Pour cela, on utilise le revétement
proétale

1\//%O — Mg,
dont le groupe de Galois est G(n) = (1 + @l Op) auquel on applique la suite spectrale de
Hochschild-Serre.
Proposition 10.9. — Soit n > 0 un entier. Le noyau de Uapplication naturelle
HE(PME; Vi) — HE(PME; Vi),
est de torsion p-primaire bornée, et l’image de l’application définit un réseau.

Démonstration. — D’apres la note de bas de page (12), on peut remplacer PMp par Mg dans

I’énoncé. Par Hochschild-Serre appliqué au revétement 1\7[50 — M¢ on a
RI(G(n); RTa(ME ; Vi) = RTu(Mg; V).
Ceci donne une suite spectrale dont la suite des premiers termes est
0= HY(G(n); VE(MF)) — HE(ME; Vi) — BL(ME ; i),

Rappelons que le revétement considéré trivialise le systeme local. Ainsi Hét(Mgo ; V:) est sans

torsion d’apres le lemme [10.8[ et donc a fortiori Hét(l\//fgo; Vg)G(n) est sans torsion. Montrons

maintenant que Hl(é (n); V: (MOCO)) est de torsion p-primaire et de type fini.

(2) Ceci est équivalent a ce que Hét(pM’é ; Vﬁ(l)) soit de torsion borné puisque cet cet espace est la somme de
deux copies de Hit(Mg ; V;) par la 3 de la remarque La raison de ce changement dans ce numéro est d’alléger
la preuve de proposition m



COHOMOLOGIE DE LA TOUR DE DRINFELD 51

Rappelons (cf. qu’on a une application 1\//Ig° — Z,;, donnant les composantes connexes
de la tour, comme laction de G sur Mg induit sur Z; I’action de la norme réduite et donc G*
fixe les fibres de l'application Mgy — Z,. De plus, on sait qu’en un point de Mg, le germe
du systeme local, trivial sur cet espace, est simplement Sym%p Op ®z, Or. On en déduit que

V;(Mgo) = Indgl+ (Sym%p OD) ®z, Or en tant que représentation de G(n) C Of. Or, d’apres

la proposition Hl(é(n) ; Indg1 (Sym%p OD)) ®z, Or est de torsion p-primaire bornée. Ceci
acheve la preuve. O

Remarque 10.10. — On pourrait ce demander pourquoi le groupe G intervient et non G,
le noyau de la norme réduite puisque c’est le quotient naturel de W‘lét (M2, %) donné par la tour.
La raison est que le quotient W‘lét (M2, z) — G' décrit une composante connexe de la tour; c’est
la situation géométrique qui ne voit pas les différentes composantes connexes. Plus précisément,
on a un quotient Wft (pl\/_[op, z) — Gt qui décrit la situation arithmétique qui intervient ici.

10.3. Vecteurs bornés de la cohomologie proétale isotriviale

10.3.1. Fin de la preuve. — On termine la démonstration du théoreme Montrons que
tout vecteur G-borné de Héét(pMoco; Sym V(1)) appartient & H}(?M ; Sym V(1)). Soit n > 0
un entier, la preuve se fait exactement comme celle de [11, Proposition 2.12] (c¢f. [46] pour plus
de détails) : on choisit I' C PGL2(Q)) cocompact puis a I'aide d'un recouvrement adapté et de
la suite exacte de Cech on construit un affinoide Y C PM¢ tel que

HE(PME; SymV) = {v € Hi o (PMg; SymV) | ¥y € I, Resy (y-v) € Hy (Y ; SymV)},

pét
ou Res est le morphisme en cohomologie de restriction & un affinoide. En dehors de la structure

de l'espace, le point clé de cet égalité est que la cohomologie étale est séparée; ce qui est
exactement ce qu’on a montré dans la proposition [10.9 O

10.3.2. Reformulation. — On reformule le théoréme principal en termes des multiplicités des
représentations de G. La preuve du corollaire suivant est la méme que celle de [13, Lemme 5.9].

Corollaire 10.11. — Soient I1 une L-représentation de Banach unitaire de G. Alors les in-
jections H(PMg ; Sym V(1)) < Hrl)ét( PME ; Sym V(1)) et I < (II'™)’ induisent un isomor-
phisme naturel

Homg(IT', H(PME ; Sym V(1)) = Home((IT™")', Hi ("M ; SymV(1))).

10.4. Résultat de finitude
Dans ce paragraphe on démontre le résultat de finitude suivant :

Proposition 10.12. — Soient k > 0 et n > 0 des entiers et soit K une extension finie de Q.
L’espace de cohomologie étale suivant,

He(PMY; Vi Jwp),
est le dual stéréotypique d’un Or[G]|-module lisse de longueur finie.

Démonstration. — A coefficients dans kr, c’est le théoreme 4.1 de [13]. De plus, ce résultat
nous dit que si L. est un Fj-systeme local étale constant, i.e. L. = M ou M est un [Fj-espace
vectoriel de dimension finie, alors pour tout entier n > 0, I’espace de cohomologie étale

Hg(PM% 5 L)
est le dual d’'un Z,[G]-module de longueur finie. On fixe maintenant £ > 0 un entier. On sait

que par définition, V| /wp = Sym{;p Glwp] ®z, O est un Fy-systéme local trivial sur PMJ et
donc a fortiori sur PMY des que n > 1.
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Ainsi, on a montré le résultat dés que n > 1 et il reste a le démontrer pour n = 0, ce que 'on
va faire en appliquant la suite spectrale de Hochschild-Serre au revétement pM}( — pM(I)(. Cest
un revétement galoisien de groupe Of/(1+4 wpOp) = IF;Q et la suite spectrale s’écrit

E;7j: Hi(szz ; Hjet( PME ; Vﬁ/WD)) - H«Za:rj( M ; Vlj/wD)'

Or, comme F’, est un groupe fini d’ordre premier & p, la cohomologie des F,-représentations de
p

IF‘;2 s’annule en degré > 1. Ainsi, on obtient un isomorphisme

~ FX
HE(PMY s Vi Jwop) = Hy(PMye ; Vi /wp) »* € Hy(PM; Vi /wp).
On a déja montré que le terme de droite était le dual d’une représentation lisse de G, admissible
et de longueur finie donc il en est de méme pour le terme de gauche, puisque comme IE‘; agit

continument, ce dernier est un sous-espace fermé.
O

Remarque 10.13. — On peut déduire de ce théoreme que pour tout entier [ > 0, 'espace de
cohomologie étale

He( "M ; Vi /@)

est le dual stéréotypique d'un Z,[G]-module lisse de longueur finie.

11. Le cas cuspidal

On conserve les notations des sections précédentes.

11.1. Représentations spéciales et cuspidales

Commengons par énoncé en terme de L-(¢, N, %@p)—modules les définitions de spéciale et
cuspidale. Dans cette section, on s’intéresse surtout au cas cuspidal et on détaillera le cas
spécial dans la prochaine (cf. .

Définition 11.1. — Soit M un L-(p, N,%p,)-module, libre sur L ®q, Q" de rang 2. Alors,
on dit que M est

e cuspidale si la représentation de Weil-Deligne associée WDy, est absolument irréductible,

e spéciale si N # 0.

Remarquons que WD, est absolument indécomposable si et seulement si M est spécial ou
cuspidal.

Si M est cuspidal, alors les pentes de M sont toutes égales & un méme nombre rationnel que
l'on appelle la pente de M. Si M est spécial, alors les pentes different de 1 et on appellera la
pente la moyenne de ses pentes.

Pour M un L-(p, N, %g, )-module, notons Mgr = (M ®Qgrc)%(@l” qui est un L-espace vectoriel
de dimension 2, et pour k € N,

(L) XE(M) = (B Ggy M)N=07L XE(M) = (B oy M)N=0e",

qui définissent des L-espaces de Banach-Colmez. On rappelle finalement que M k] est obtenu
en multipliant le Frobenius de M par p* et qu'ainsi X7 (M[k]) = X7, (M) pour j € N assez
grand.

11.1.1. Représentations de 9g,. — Soit V une L-représentation de 4y, de Rham de dimension
2 & poids de Hodge-Tate A € P,. Dans ce cas, V est cuspidale (resp. spéciale) si et seulement si

M =Dy (V)[1] est cuspidal (resp. spécial) au sens de la définition Alors, M est de pente
1 —|A|/2 et d’apres [15] il existe 0 € £ C Dyr (V) = Myr tel que

Mgr ®q, Bl
L ®Qp t/\lBjR + MdR ®@p t/\QB(JirR

V 2 Vi) = Ker (Xslt(M) —
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Ainsi, V est déterminé par le triplet (M, £, A) et si (M, L, \) # (M', L', XN) alors VA’}’E 2 V](}// o
De plus, VJ\)/\L ¢ est irréductible si et seulement si M est cuspidal ou M est spécial et w(\) # 1.

11.1.2. Correspondances localement algébriques. — Soit M un L-(p, N, %, )-module libre de
rang 2, absolument indécomposable, auquel on associe WD, puis, par la correspondance de
Langlands locale, LLj; := LL(WDjs) une L-représentation lisse irréductible de G. Si M est
cuspidale, alors LL(WDj;) est cuspidale au sens usuel. Pour A € Py, posons (cf.

LL), == LLy @1 Symy™ ™! @ det™,

qui définit une L-représentation localement algébrique unitaire irréductible de G. De méme,
en notant JLj; = JL(LLjs) la L-représentation lisse irréductible de G associée a LLj; par la
correspondance de Jacquet-Langlands, on définit une L-représentation localement algébrique,

unitaire, irréductible de G par (cf.[8.1.2)
JL}/[ = JLy ®pr Symz}()‘)*1 @pnrd .

Ces constructions permettent de définir des correspondances localement algébriques en associant
a une L-représentation spéciale ou cuspidale de ¥, de la forme V' = Vﬁ} r les L-représentations
JLY; et LLY,. Ces dernieres perdent I'information du parametre de la filtration. Remarquons
que, dans ce cas, M et A ne sont pas indépendants puisque M est de pente 1 — |\|/2.

On introduit la notion suivante, qui généralise < p-compatible > dans [11], pour traiter les

torsions par des caracteres (cf. [11.4]) :

Définition 11.2. — Soit k > un entier, on dit qu'un L-(p, N,%p,)-module libre de rang 2,
absolument indécomposable, est p-compatible de poids k si p € G agit trivialement sur JL@ pour
A € Py tel que [A| = k + 1. On note ®N} Pensemble des L-(¢, N,%y, )-modules p-compatible
de poids k.

Un élément de ®NP est en particulier de pente —(k — 1)/2 et réciproquement, tout L-
(v, N,%g, )-module absolument indécomposable est le tordu par un caractere lisse d’'un élément
de ®NY.

Si M est un L-(p, N,%g, )-module libre de rang 2, absolument indécomposable on note Z
Z[M] = Hom L[é}(JL M » Z) comme foncteur sur les L[G]-modules.

11.1.3. Représentations de G. — Soit II une L-représentation de Banach unitaire admissible
et absolument indécomposable de G, alors, on dit que II est cuspidale (resp. spéciale) si, ses
vecteurs localement algébriques ne sont pas triviaux et sont de la forme

Hlalg ~ LL)\

ot A € Py et M est un L-(p, N,%p,)-module cuspidal (resp. spéciale) de pente 1 — |A|/2.

La correspondance de Langlands p-adique (c¢f. [7], [14]) définit un L-Banach cuspidal ou
spécial (sous entendu unitaire admissible absolument indécomposable) de G a partir d’un triplet
(M, L,\) avec M cuspidal (resp. spécial) et de pente 1 —|\|/2 par

3 - = TI(Viy z).

La compatibilité entre la correspondance de Langlands locale et p-adique (cf. [7]) assure que les
vecteurs localement algébriques de H}‘J » sont donnés par

(11.2) PIBITY, - = Ly,

ce qui fait de H}/f , un complété unitaire admissible de LL}% De plus, Hj/[ » est irréductible

sauf si M est spécial et w(\) = 1.

Enfin, on note lanﬂm c C Hf\‘/l ¢ le sous-espace des vecteurs localement analytiques, qui est un

sous-espace de type LB, donc son dual (lanHM E)/ est un espace de Fréchet. Alors, d’apres [10],
13, ¢ est le complété unitaire universel de lanH}/I r et (113, ) est le sous-espace des vecteurs
G-bornés de (11}, ).
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11.2. Cohomologie de Hyodo-Kato et de de Rham de la tour

On calcule la cohomologie de Hyodo-Kato et de de Rham de la tour de Drinfeld a coefficients
isotriviaux. Ces cohomologies s’expriment simplement en termes des cohomologies a coefficients
constants et on obtient la proposition suivante :

Proposition 11.3. — Soit X € Py, M un L-(¢,N,%g,)-module cuspidal. On a un carré
commutatif #q, X G-équivariant de L-espaces de Fréchet

v ~ Y ~ /
HomL[G}(JL)‘ , Hi(Mg ; SymD)) —— (Q, ®qpr M)®LLL},

JLHK l
A 1 (N ~ ~ A
Hom (L, Hig(M&; Sym€)) —— (C ®q, Mar)®1LLy,

Avant de commencer la preuve de cette proposition, commencons par une remarque pour
justifier que 'on peut remplacer M%O par PM¢ dans la preuve. Cette remarque est déja présente
dans [11] 5.1].

Remarque 11.4. — Soit x € {dR, HK}. Notons que pour M € @Nﬂ\‘, en vertu du lemme
et avec les mémes notations, on a un isomorphisme de L-représentations de #g, x G :

HOHIL[G](JL%/[ ; ﬁ*) o HomL[é](JLﬁ/[ : pﬁ*)‘

Pour M un L-(p, N,%g,)-module cuspidal, il existe un caractere x: Q; — L non-ramifié, vu
comme caractere du groupe de Weil, tel que M ® y € ®N, ﬁ\'. La compatibilité a la torsions dans
la correspondance de Langlands locale et le lemme [9.3| assurent alors que

Hom ¢ (JLA, 5 Hy) 22 Hom(JL3; @ (x 0 nrd) 5 PHL) @ (x 0 v3).
ou v3 est la restriction de v a WQP x G.

Démonstration. — Notons que ce résultat est ’équivalent a coefficient de [11, Théoreme 0.4],
que ’on va utiliser. On montre I'isomorphisme pour la cohomologie de Hyodo-Kato, I’argument
pour la cohomologie de de Rham est exactement le méme. Comme au numéro 9.1 notons

PHLy = HhK(l\V/IOCO ; SymD).
Soit A€ Py et M € <I>N|7;‘, on veut calculer

Hy), = Homy (JL3, , PHig)
D’apres le corollaire [9.7

PHik = @D PHpx @0 Wy,  PHig = Hig(PME 5 Dy).
NeEP;
Notons s = WT_l Pour M € Py, on a
YRV - VRV 3o . G
Hom (LA , PHig @ W) = (PHig ®1 JLYy @ [nrd|) @ WY @ Wy )

lisse loc. algébrique

Or, le terme de terme de droite est en particulier contenu dans les éléments tués par g l'algebre
de Lie de G. Comme la partie lisse est annulée par g, on calcule a ’aide du lemme de Schur :

L six=X

(W;\k ®r W}\,)@ = Homg(W,\, WA/) = { .
0  sinon.

Comme JL); ® [nrd|5 = JL’M[S], on en déduit que Hf\‘/[ = HomG(JLM[S] , ijIf\IK). Si Ao = (0,1),
remarquons que
PHiyk = PHific[—s] ©r W
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par la proposition Mais par [11, Théoréeme 0.4], comme M |s] est de pente 1 — % +s=1
on obtient

Home(JLsgs - PHik) = (Qp ®gyr M[s])®LLLyy-

Finalement,
9] 9 ~ 5 ~ /
PHp = (Qp @gy M)BLLLY 1 © Wi = (Q) ©gpr M)SrLLy
puisque LL g ®1 Wi = LLy @ |det|* @ W} = LLy,. m

Une autre formulation du résultat précédent dans le cas de Rham est la décomposition de
la cohomologie de de Rham a support compact de la tour; on omet la preuve qui est mutatis
mutandis la méme que celle de [11I], Théoréme 5.8].

Corollaire 11.5. — On a un isomorphisme de L-représentation localement algébrique de G

Hig (PMZ;Symé) = P P Cog, MerLL), @ L),

AEPy MEDNE,

ou LL}/IV est le L-dual localement algébrique de LLY);.

11.3. La conjecture de Breuil-Strauch

Le but de ce numéro est d’expliquer comment étendre la conjecture de Breuil-Strauch en poids
supérieur en suivant [9] a partir de [21]. On commence par quelques rappels sur le changement
de poids.

11.3.1. Changement de poids. — Soit M un L-(p, N,%g,)-module de rang 2. Dans [9], Colmez
associe & M une représentation localement analytique de G notée II(M) et décrit comment on

peut en < changer les poids >, i.e. définir des représentations que 1’on notera ﬁﬁ et HR/I. On
rappelle brievement la construction de II(M, k) a partir de II(M). Dans [9], Colmez définit un
isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques

9: TI(M) — TI(M),

tel que pour tout couple (a,c) € Q3 \ {(0,0)}, Papplication (a — ¢d): II(M) — II(M) est un
isomorphisme. Ceci permet, pour tout k € Z, de définir une nouvelle action linéaire de G sur

TI(M) en posant
(Z Z) o= (a—co) ((Z 2) .v> .

On note II(M, k) la L-représentation de G ainsi obtenue. Finalement, pour A € P, on pose
1), = (M, —w(\) @ det’?, I}, := I(M, w()\)) @ det™.
On rappelle la proposition suivant (cf. [9, Théoreme 0.6, Théoréme 0.3, Corollaire 0.4]) :

Proposition 11.6. — Soit A € Py et soit M un L-(¢, N,%,)-module cuspidal de pente

1 —|A[/2. Alors, lalgﬂﬁ/[ = Mg ®L LL); et on a un diagramme commutatif, a lignes exactes,
de L-représentations localement analytiques

0 —— Lt ®LLY, y 113, R
» 113

0 —— R, » 113, > 0.

De plus, On a lalgﬂﬁ/l,ﬁ =~ (Mig/L1) @ LLY, et lanH%/Lﬁ est de longueur 2.

(13)Les conventions sont les duales des conventions des références. On suit plutdt la convention de [11].
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Rappelons (cf. i que l'on a défini RFOP( pMa; 3 € A) qui est quasi-isomorphe a
RI‘dR( pr@ 3 € A)- Ainsi, on obtient une suite exacte courte
(11.3) 0= O /Wy = —= Hig(PMZ ; €x) — 0.

On a le corollaire suivant (cf. [9, Conjecture 0.10] qui est en réalité un théoreme par [9, Remarque
0.11] ; c’est une conséquence directe du [21], Théoreme 1.4], de la définition des II(M, k) et de
[21, Théoreme 1.7] pour < 0 = z ») :

Corollaire 11.7. — Soit X € Py et soit M un L-(p, N,%q,)-module cuspidal de pente 1—|\[/2.
On a des isomorphismes topologiques de L-représentations coadmissibles de G

Hom ¢(JLays , OF) = (113;)',  Hompe(JLas , w$) = (I1)’
Hom (L Hip(PMg) ; €x)) = Mar 91, LL), .

En appliquant HomL[G](JLM, . ) a (11.5), on obtient le dual de la premiére suite exacte du bas
dans le diagramme de la proposition[11.6] soit

0— (I};) = ()" = Mg ® LL}; — 0.

11.3.2. L’invariant L et les différentielles. — Notons qu’on a une décomposition
W= P WML ILy,  w[M] = Hom g (TLar, wiF).
Me®NP,

BY

Théoréme 11.8. — Soit A € Py et M € (I)N\Ii\l cuspidal. Soit 11 une L-représentation de

Banach unitaire admissible et absolument irréductible de G. Alors

L sill=TIy .,

0 si Il nest pas de cette forme.

Homq(Il', wiP[M]) = {

Démonstration. — On peut supposer que II = II(V') ou V est une L-représentation galoisienne
absolument irréductible de dimension 2. D’aprés le corollaire on a un isomorphisme de
L-représentations de G

Homy e (JLas , Hip(PME, 5 £3)) 2 Mgr ®1, LLY; .
et pour chaque L-droite £ C Mgg, une suite exacte
(11.4) 0 — (B}, £) — w[M] — (Mar/L) ©1 LL}, — 0.
Or, d’aprés [10] on a (*"II")¢P 2 IT’ et on en déduit que
Homg(IT', (*"1I3, »)') = Homg(IT', (T3, 2)') = Homg(TTy; ., IT).

L’injectivité de la correspondance V — II(V') pour les représentations galoisiennes irréductibles
de dimension 2 et le lemme de Schur assurent que

L siv=v)
(11.5) Homg(II', (* I3, 0)") = { o ML
’ 0  sinon.
Comme LL% est irréductible, 1’ implique que
L siVestdet M, X
(11.6) Homg(I', LL},) & Homg(LL); , 1) = {0 51V est de ype (M, A),
sinon.

De ces deux calculs, on peut déduire le théoréme.

e Si V n’est pas de type M ou de poids A, alors on obtient
Hom(Il', w§*[M]) = 0.
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e Supposons maintenant que V est de type M et de poids A, plus précisément supposons que
V = VA’\L £, pour £1 C Mgg. On applique le foncteur Homg(IT', - ) & la suite exacte ()
pour L # L1, ce qui nous assure d’apres ((11.5)) qu’on a une inclusion

Homg(Il', wiP[M]) < Homg (I, (Mar/L) @1, LL?/).

Donc, d’apres 1) Hom(;(H' , WM ]) est de L-dimension < 1. On applique maintenant le
méme foncteur a la suite exacte (11.4) pour £ = £;. D’apres (11.5)), on en déduit que

Homg(IT', w$®[M]) # 0,

12

et donc que Homg(Il', w{°[M]) est de L-dimension 1. Il reste & justifier que Homg(Il', w3 [M])
L1, mais on a obtenu la suite exacte

0 — Homg(IT', (lanHM ﬁ)/) = Homg(Il', w[M]) % Home (I, (Mar /L) ®1, L), ) .

=7, =~Mgr /L1

Comme la derniere fleche est induite par l'inclusion naturelle Hom(;(H’ , wio[M]) —

Homg (H’ , Mar ®r, LLR/[/), on en déduit une inclusion Homg(H’ , WM ]) — L1 et donc
finalement, on a bien montré que

Homg(IT', wP[M]) = L.

11.4. Entrelacements cuspidaux

Dans ce numéro on démontre le théoréme suivant :

Théoréme 11.9. — Soit A € P, M un L-(p, N,%g,)-module cuspidal de pente 1 — |\|/2 et
0C LC Mgg.
e On a un isomorphisme topologique de L-représentations de G x G
(11.7) Hompy, (Vire » HE(ME ; Sym V(1)) = (I )’ @1 JLAy
e On a un ismorphisme de L-représentations de #g, X G
(11.8) Homp (M), HE(ME 5 Sym V(1)) = Vi @ JLay.
Pour x € {ét, pét} notons

H [M] := Hom (JLas , Hy(PMEF ; VA(1))).
On va maintenant calculer les multiplicités dans Hg‘ét [M] et utiliser le théoreme et son
corollaire [10.11| pour en déduire les multiplicités dans H2[M]. La remarque suivante justifie
qu’il suffit de calculer la multiplicité dans Hé‘t [M] pour obtenir le théoreme.
Remarque 11.10. — On utilise les notations du numéro [0.1} Premiérement, notons qu’on a

Hi= (D D Mo Ly
AEPL Mc®dNP

(Al

Ainsi pour W une L-représentation de G absolument irréductible il existe A € Py et M € <I>N|pA|
tel que
HOmL[G](W, pHi) = HOHIL[G](W, pHi\[M] X, JL?\\/I)

Finalement, d’apres il existe un caractere lisse x: Q, — L™ tel que
HomL[G](W, Iin) = HomL[G}(W ® X, pHi).
On choisit alors W = V3 , @1 (I, ;) ®, JL},.
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11.4.1. Multiplicité des Vi .

Corollaire 11.11. — Soit A € P+ et M € ®N, IM Le diagramme suivant 9g, X G-équivariant
de L-espaces de Fréchet est commutatif :
0 —— B8g, O [M] —— PHA, [M] ——— M XL (M[N])®LLLY, —— 0

| l I

0 —— By&g, OF[M] —— By&q,w°[M] —— (B ®g, Mar)@rLL}, —— 0

De plus, les lignes sont exactes strictes et les fleches verticales sont d’images fermés.
Démonstration. — On obtient le diagramme en appliquant Z — Z[M] := HomL[G}(JLM , Z) au
diagramme du théoréme[9.10 Comme ce foncteur est exact, I'exactitude des suites est conservée
et de plus :

e Comme l'action de GG sur les composantes connexes est donnée par la norme réduite on a

Hom L[G](JL M, W;r 80) = 0 pour tout n € N, ce qui montre que le foncteur tue les deux termes
tout a gauche du diagramme dans le théoreme [9.10)

e Les deux termes & droite sont donnés par la proposition

Posons
Hyy o= HomL[%@p](VJ\/},ﬁa MXL(MN]), Hep = HomL[%@p](Vﬁ,b L ®q, By).
On a naturellement une inclusion t** X (M[A1]) — Mar®q, B qui induit une inclusion H ]’\\4 r =
H])\\4,£ ®L MdR.

Lemme 11.12. — Les L-espaces vectoriels HJ/\\/I,ﬁ et Hé‘,ﬁ sont de dimensions 1 et l'inclusion

naturelle composé a la trivialisation, v: Hz)\\mz: s Hé,ﬁ ®p Mar = Mgar identifie L(H]/\\/LL) =LC
MdR.

Démonstration. — On note V = VJ\/\LL et quitte a tordre, on peut supposer que A\; = 0; on
note donc w = w(A) = A2. On choisit une base de Myr compatible a la filtration, i.e. Mygr =
Lfo @ Lf, de sorte que £ = Lf,,. Alors, en passant au dual, on obtient Mj; = Lf; © Lf; et

L = Lf§. On calcule HY, , = (V ®g, Bx)%». Or,

V @g, By = Fil'(Mjg ®q, Bar)/Fil” = fiBu &[5t Bu,

et donc Hé‘,ll =fr=Lt

Pour H j\\/[ » on utilise une généralisation immédiate de [11], Proposition 2.5] combiné a [11],
Remarque 2.6] pour obtenir

Hprp = HomL[WQp](M*[—l] , Dpst(V)*) = HomL[WQp](M* , M*) =L
Finalement, 'inclusion H ])\‘4 r < Mgr est obtenue en appliquant ®,L a H f\‘/l r—H 6\ r @ Mar
et ainsi L(H])\Z’ﬁ) =L C Mgr. O

On déduit de ce lemme qu’en appliquant Hom Li%,] (VA} ) au diagramme, la fleche verticale

de droite devient I'inclusion £ ®j, LL?/ — Mgr ®r, LL%/[/. On en déduit le lemme suivant :

Proposition 11.13. — Le diagramme suivant G-équivariant de L-espaces de Fréchet est com-
mutatif :

0 —— OF[M] —— Homyg, (Vi) o Hyy [M]) —— Lo LL), —— 0

0 — OPM] —— WP M] ——— Mar ®r, LL}/ — 0

Dans ce dzagmmme, les fleches verticales sont injectives et d’image fermée.
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Démonstration. — Notons V' = VJ\)/\I,E' D’apres le lemme [11.12] il suffit de montrer que
HomL[ng](V, -) =2 (- ®r V*)%P conserve l'exactitude des lignes du diagramme |11.11

L’application naturelle

H'(4, : BA®q, 0% [M] @1 V") — H(%y, ; BABg,wS [M] @1 V)
est injective puisqu’on

H'(4g, ; BASo, O [M] @1 V") = H(%y, ; By ®g, V") @1 OF[M],

HY(%, ; BA®q,wL[M] @ V*) = H (Y, ; Bx ®g, V") @1 wi°[M],
car I'application OP[M] — w[M] est injective. Ceci justifie I'exactitude de la ligne du bas.
Par la commutativité du diagramme [11.11f on en déduit que ’application

(9, ; Bado, OFIM] &1 V) - W, s A [M] @1 V°),

est injective. U

Or, d’apres la proposition en considérant 'image inverse de £ ®yp, LL?/ dans wS°[M] on
obtient la suite exacte

0 — OPM] — (*11), £) = L ©r LLY, — 0.
Corollaire 11.14. — On a un isomorphisme topologique entre L-représentations G

(lanﬂﬁ/[,c)/ = HomL[%@p](Vz\’},z: , H)g [M]).

Finalement, comme on a montré au théoreme que Hé‘t [M] est le le sous-espace des vecteurs
G-bornés de Hé‘t [M] et que, comme on ’a rappelé au numéro 11.1.3L les vecteurs G-bornés de
(la“HM ﬁ)/ sont (H;‘J l:)/, ceci démontre 'isomorphisme (11.7]) du théoreme 11.9}

11.4.2. Multiplicité des 113

Proposition 11.15. — Soit A € Py, M € @Nﬁl cuspidal et soit I1 une L-représentation de
Banach unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors
Vie®L Ly sill =113 .,

H ey H [M]) =
omL[G](( ) pet[ ]) {0 sinon.

Démonstration. — Pour M cuspidal, on a montré I'existence d’un diagramme G-équivariant de
L-espaces de Fréchet,

A M] ——— M XL (M[M])&LLLY, — 0

| I £

0 —— BaBg,OF[M] —— By8q,w{°[M] —— (By ®g, Mar)®,LLY, —— 0

Si on note

0 —— By\R®g, OF[M] —— H)

Q) = (Bx ®q, M4r)
M XL (M)
on en déduit la suite exacte

0 — H) [M] — By8g,wT[M] — QY &1LLY, — 0.
On applique Homg((Hla“)’ , ) a cette suite exacte pour obtenir

Homg((IT™")", Hys [M]) =
Ker (Homg((ﬂlan)’, B\®q,w°[M]) — Homg ((Hlan)/, Qﬁ@LLLR/)) =
Ker (Home((I1) , wi*[M])Bg, By — Homa((I1°)', L}, )8.Q} ).

(9 A Paide des presque-C-représentation on peut méme montrer que Hl(%@p ; BA®q, V*) est un L-espace vectoriel
de dimension 1.



60 ARNAUD VANHAECKE

Or, d’apres le théoreéme [I1.§]
; — T
LosiTl=I1),,

0 sinon.

Homg((IT*")’, w°[M]) = {

Ainsi, on peut supposer que II = HM ¢ Dans ce cas, Homg((ﬂlan)’ , LL}/) est de dimension 1,
ce qui donne

Home( (T, H, [M]) = Ker (E 90, By = QJAW)

= M X5 (M[M]) N (£ ®g, Br) = Vil .
O

Cette proposition couplée au corollaire [10.11] nous donne la seconde partie du théoreme [11.9
soit :
Corollaire 11.16. — Soit A€ P, M € @Nfi' cuspidal et I1 une L-représentation de Banach
unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Vi e ®LJLy sill =113 .,

H I, Hy[M]) =
omL[G]( , Hyl D {0 sinon.

12. Le cas spécial

On conserve les notations des sections précédentes.

12.1. La série spéciale p-adique
Dans ce numéro on fait quelques rappels sur la série spéciale pour compléter ce que 'on a
expliqué au numéro [11.1

Soit k € Z un entier, on définit le L-(¢, N)-module spécial Sp; (k) comme le L-espace vectoriel
Spy, (k) = Lep @& Le; muni des endomorphismes

k—1
{Lp(el) =p 2z e {Nel =eq

=n Neg = 0.

@(60) =p 2 e,

Sa pente est —g et Spy(k)[i] = Spy(k — 2i). Alors, tout L-(¢, N,%g, )-module spécial, au sens
de la définition est de la forme (Spy (k) ®q, QpF) ®r x pour x: Q) — L* un caractere
(¢f. la preuve de [42] Proposition 1.3]). Soit A € P et fixons M de la forme précédente avec
k=I|\-2

lalg

° LL% = Stlflg ®r (x odet) ot 'on rappelle que St} = St @ Wy est la Steinberg localement
algébrique de poids A sur L (cf. ,
e JL}, == W) ®r (x onrd).
Soit A € Py et £ € L, alors on définit D} le L-(p, N)-module filtré de L-(¢, N)-module
sous-jacent Spy (|A| — 2) et de filtration

D} sit < —Ap+1,
Fil'D} = % = L(e1 — Lep)  si —Aa+2<i< =M +1,
0 si — A\ +2<1.

Alors, en prenant M = Dé ®g, Q) et £ = L(eg — Le1) C Mgr définit par £ € L comme
ci-dessus, on a M € CIJN& et on note simplement V[:\ = Vﬁ,f et Hz = H%L%'

Coté Galoisien, toute L-représentation semi-stable non cristabéline de dimension 2 (i.e.
spéciale) a poids de Hodge-Tate A € Py est de la forme VEA ® x pour x: %, — L™ un ca-

ractere lisse. La représentation V2 est irréductible si w()\) # 1 et si w(A) = 1 on a une suite
exacte courte.

0— L\ +1) = VA = L(\) — 0.
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Coté automorphe, toute représentation spéciale est de la forme Hé ® (x odet) pour x: Q) —
L*. La représentation I} est une L-représentation irréductible si w()\) # 1 et si w(\) = 1 on a
une suite exacte courte

0 — St' @, (det)™ — I} — (det)™ — 0,

ot St est la Steinberg continue & coefficients dans L. En tant que L-représentation lanﬂz
a quatres composantes de Jordan-Holder que l'on a déja rencontré (cf. et pour les

énoncés et notations), et que 1'on résume dans le diagramm suivant :
>z
(12.1) lnpp) o St — Br — Wy — BN
—_———

Stlan
Rappelons en particulier, d’apres [14], que le complété unitaire universel de 22 et H2~

12.2. Cohomologie isotriviale du demi-plan p-adique
12.2.1. Cohomologie de de Rham et de Hyodo-Kato

On va maintenant décrire les cohomologies de de Rham et de Hyodo-Kato en niveau zéro. La
difficulté est que coté automorphe, on doit calculer un entrelacement dérivé. Cette difficulté ap-
parait déja dans les travaux de Schraen (cf. [42].), dont on va expliquer et reformuler légérement
le résultat. Notons Z(G, L) l'algebre des distributions localement analytiques sur G' & valeurs
dans L. On travaillera dans la catégorie dérivée des modules sur Z(G, L) de caractere central
ﬁx et on note Hom les homomorphismes dans cette catégorie : c’est en particulier le H? du
bifoncteur dérivé RHom. De méme, on note Ext}:[@} le groupe des extensions dans la catégorie

des Z(G, L)-modules a caractere central fixé.
Proposition 12.1. — L’isomorphisme de Hyodo-Kato,
RIur(Hg, ; £1) = RIuk(Hg, ; D),
munit le complexe de de Rham d’une structure de (o, N)-module filtré et on a un isomorphisme

Hom (("™"11})'[-1], RTur(Hg, ; £)) = D}.

12.2.2. Rappels du résultat de Schraen. — Dans ce paragraphe, on explique le résultat princi-
pal de [42], mais en tordant par une puissance du déterminant ce qui ne change rien a I’argument.

Proposition 12.2. — On a un isomorphisme de (¢, N)-modules filtrés

Hom ((22)'[1], RTur(Hg,) ®q, Wa) = D}.

Dans cet énoncé, le membre de gauche est muni d’un Frobenius, d’une monodromie et d’une
filtration < a la main > ; on va les définir en expliquant la preuve. On commence par rappeler
plusieurs résultats préliminaires démontrés dans [42] :

Lemme 12.3. — Soit A € Py, alors
° Ext};[@}(W)"\‘, 22‘:) est un L-espace vectoriel de dimension 1,

° HomL[G}(Stlflg, Eé) et HomL[G](Stl/\"m, E%) sont des L-espaces vectoriels de dimension 1,

(%) Dans cette notation, chaque terme du diagramme est une composante irréductible, le premier est le socle, le
second est le socle du quotient par le socle, etc. En particulier, la composante la plus a droite est le cosocle.

(16 Comme expliqué au numéro[8.3.1] on ne précise pas le caractére central mais il n’y aura pas d’ambiguité : en
poids A ce caractere central est w' P avec les L-représentations de Fréchet de G qui apparaissent (comme dans
la proposition l et w1 avec leurs duaux localement analytiques (comme au lemme .
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o ['application naturelle ExtL[G}(l, Stoo) — Extl[G](WA,Stlalg), ot les extensions sont
considérées dans la catégorie des L-représentations localement algébriques de G, est un
isomorphisme,

e limage de Uapplication naturelle Ext} L)

(W5, Sty'®) = Ext] (W5, Sth") = Hom(Qy

LIG) p

L[

est la L-droite engendrée par vp.

Démonstration. — Le premier point est le contenu de [42] Corollaire 4.11].

Le second point provient de la description des composantes de Jordan-Holder de 22 (cf.
(12.1]).

Le troisiéme point est le contenu de [42], Proposition 4.14].

Le dernier point est le contenu de [42], Corollaire 4.16]. ]

On explique maintenant la preuve de la proposition en suivant la démonstration de [42
Théoreme 5.3].
Démonstration. — Le complexe de de Rham de Hg, se scinde et sécrit RIyr(Hg,) =
Hig (Ho,) © Hjg (Hg,)[-1]. Or Hig (Hg,) = Q, et Hig(Hg,) = (Stg))'. Ainsi, il est naturel de
définir le complexe de L-représentations localement algébriques

(12.2) Hy = Wy @ St{8[-1],

qui est quasi-isomorphe a RIyr(Hg,) ®q, Wx. Ainsi, on obtient que
(12.3) D :=Hom ((£2)'[~1], H,) = Do ® Dy,
ol

e Dy = Ext}:[G}((Ez)/, W)\) = ExtL[G](W;f, Ei‘:) qui est un L-espace vectoriel de dimension 1
d’apres le lemme [12.3
e D = HomL[G]((ZE)I, (Stl/\alg)l) = HomL[@}(Stlflg, Eé) qui est un L-espace vectoriel de di-

mension 1 d’apres le lemme
. _ A=t
Schraen munit alors D d’une structure de (¢, N)-module : en posant ¢ = p~ 2z sur Dy
Al-3
et ¢ :=p~ 2 sur Dj puis en définissant un opérateur N: D; — Dy que 'on va expliciter. Soit

f € Dy non nul que 'on voit comme une application L-linéaire non nulle f: Stl)fllg — 22. Alors
N(f) est I'image de v, par I'application induite par f
1 * lal * by
ExtL[é](W/\ , St5°#) ELN ExtL[G](WA , 57).

D’apres le dernier point du lemme N(f) # 0, ce qui finit la démonstration que D = Sp; (| A]).
On définit une filtration sur H) & partir de I’isomorphisme avec RFdR(H@p) ®q, W par

Ha sit < —Ao+1,
FiliH)\: 0—wy si—X+2<i<—A+1,
0 si — A +2<1.

Ainsi, pour 7 un entier tel que —Ag +2 < i < —\; + 1, on obtient par la proposition [8.6]
F := Hom((X})[-1], Fil'H,) 2 Hom((22)", (St5")").
D’apres le lemme [I2.3] F est un L-espace vectoriel de dimension 1. On a les deux projections
F = HomL[@}(Stlan Z)\)

— \

Dy = EXtL[G](W)\ , 2)‘ HomL[G](St/\ e EA)

On choisit v € F l'unique élément tel que v; := pj(v) correspond a l'application naturelle
Stl/\alg — Z)‘ On a
e N(v1) = vp, naturellement obtenu par 'application Ext! (WA, by E) — Ext! [G](W/\ , Stlan)

(W, Sth) — Extl (W, 22).

L[G]

e vy = po(v) = — log,, obtenu par 'application naturelle Ext!

LG L[G](
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Or, dans Ext}d[@](WA, 22), on a par définition logy = Lwv,. Ainsi v9 = —Lv; et donc v =
v1 — LN(v1) dans D, ce qui conclut que la filtration est bien celle de DZ‘. ]
12.2.3. Preuve de la proposition|12.1. — Notons qu’une premiere différence avec le résultat de

Schraen est une torsion du Frobenius. Pour résumer, il faut justifier deux choses pour obtenir
la proposition a partir de la proposition [12.2] On doit montrer :

1. que l'on obtient le (¢, N)-module Spy (|A] —2) lorsqu’on calcule I'entrelacement avec la co-

homologie de Hyodo-Kato isotriviale de Hg, a coefficient dans Dy,
2. que 'on obtient le méme résultat en remplacant 22 par lanﬂz.
Pour le premier point on veut montrer que

! Y
Hom ((23)'[-1], RTux(Hg, ; Dx)) = Sp.(]A| — 2).

Notons D le terme de gauche. On va décomposer le calcul en deux étapes en utilisant la preuve
de 1221
e De lisomorphisme de Hyodo-Kato, on obtient un isomorphisme de complexe de L-

représentations localement algébriques

RIyk(Hg, ; D) = Ha.

Montrons que les Frobenius coincident. Rappelons que d’apres 0? = pt~M sur Dy. D’aprés
(12.3) on obtient la décomposition D = Dy @ Dy avec Dy et D; de dimension 1 sur L. On a :

o Dy = ExtlL[G}((Zz)’, HY(Hg, ; D»)) et comme ¢ = 1 sur H}y(Hg,) on obtient que
1Al

0? = p~ M sur Dy. Comme ce dernier est de dimension 1, on obtient p=p 2

o Dy = Hompg((£2)", Hi(Hg, ; Dy)) et comme ¢ = p sur Hi(Hg,) on obtient que

3=l

0? = p3~ M sur Dy. Comme ce dernier est de dimension 1, on obtient p=p 2
Ceci montre que les p-modules coincident bien.
e Reste a montrer que les opérateurs de monodromie coincident. On va commencer par montrer
que le morphisme
N: RIuk(Hg, ; D) — RTuk(Hg, ; D),
n’est pas nul. Il suffit de le montrer & coefficient triviaux ¢.e. montrer que N: RI'yxk — RI'gk
n’est pas nul, ot I'on note RI'uk = RIyk(Hg,) et Hix = Hik (Hg,) pour simplifier. Soit
I' € PSL2(Qy) un sous-groupe de Schottky cocompact et considérons la courbe rigide Xt =
Hg, /T", naturellement muni d’un modele a réduction semi-stable. On sait d’apres [20] que
Nr: Ry (X1) — RIuk (X1) n’est pas nul. De plus, on a un quasi-isomorphisme
RI(T', Rk ) = RIuk (Xr).
Mais la fonctorialité de la cohomologie de Hyodo-Kato nous dit que 'opérateur de monodro-
mie Nr: RI'gk (X1) — Rk (X7r) est induit par 'opérateur de monodromie N ; en particulier
si N était nul, Nr serait nul, ce qui n’est pas le cas. De plus, RI'zk (Hg,) = HY & Hi[—1]
et puisque Ny = ppN on en déduit que N se restreint en N: Hiy [—1] — H% qui n’est donc
pas nul. Puisque Extép[é](HhK, H%K) = Extép[é}(@p, St(logf; ) on remarque d’apres le lemme
12.3| que cette classe est donnée par la valuation p-adique v, ce qui est en accord avec la
définition de Schraen.
Ceci fini de prouver le premier point.
Pour le second point, on utilise la suite exacte
0— ¥} = ) — B 0.
Ainsi, il suffit de montrer que
Hom ((E)\)/[—l] 5 RFdR(HQp 3 5>\)) = 0.

Mais puisque le complexe de de Rham est scindé, on écrit cet entrelacement dérivé comme la
somme directe e~ _
HomL[G](St;g, BA) <) Ext}:[é](Wj’: ) B)‘),
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ou l'on rappelle que les entrelacements et extensions sont considérés dans la catégorie des L-
représentations localement analytiques a caractere central fixé. Le terme de droite, le groupe
des extensions, est nul d’apres le lemme [8.10] Il est clair que le terme de gauche est nul : se sont
deux représentations irréductibles non isomorphes.
Ceci acheve la démonstration de la proposition [12.1
O

12.2.4. Le diagramme fondamental. — On rappelle la forme que prend le diagramme dans ce
cas. Les notations sont presque les mémes qu’au numéro la différence est que ’on travaille
avec Hg, plutot que P Mféf; . On note en particulier
1-[A
Oy =0{1 —w(\),1 = A\}®q, L -|det], > ,
1-|A|

wy = O0{1+w(\),1 - X2} ®q, L-|det|, >,
HY, = H! (Hc; VA(l))~

P pét
Rappelons qu’on a l’isomorphisme de Morita wy = (Stlfm)/ (cf. . On note de plus (cf. la
remarque pour les inclusions qui définissent les Q).

2_ w(X)+1 2_ w(X)—1

By = tMBl/tVBl, Ul =tMBLH" " , UNL)=t"(BLH"" |
Q())\ — B, ®QPL Q%\ " B» ®QpL '
U} ®q,, L U} ®q,. L

La proposition est la suivante, elle découle directement du théoréme

Proposition 12.4. — Soit A € Py tel que w(\) > 1. On a un diagramme commutatif, 9o, X G-
équivariant d’espaces de Fréchet dont les lignes sont exactes

0 —— U} ®g, Wa —— Bi8q,Ox —— Hpy ——— Uj&q,, (Sti'e) —— 0

Coo ] [

00— B,\@QPW)\ — B)\®Qp0)\ Em— B)\@QPW)\ E— B)\@)Qp(St)\ )/ — 0

Les fleches verticales sont d’images fermés.
Si on prend le quotient par les deux termes de gauche dans le diagramme et que I'on applique
le lemme du serpent, on obtient le corollaire suivant :

Corollaire 12.5. — On a une suite exacte stricte 9y, x G-équivariante d’espaces de Fréchet
0— Q) @ Wy = H)y, — Ba®g,wx — QL& (St8) — 0.

Remarque 12.6. — Par I'isomorphisme de Morita (cf. , la suite exacte courte obtenue a
partir du petit complexe de de Rham
w(A)
0 — O\/W, RN wy — (Stl;f‘lg)’ — 0,
est le dual de la suite exacte du lemme [8.4]

(u-s-)w()\)

0 — St - st 22— BA 0.

12.3. Entrelacements automorphes

Le but de ce numéro est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 12.7. — Soit X € Py tel que w(\) # 1. Soit II une L-représentation de Banach
unitaire, admissible et absolument irréductible de G'. Alors, en tant que L-représentation de 9y,
on a

V2 sill =117,

0 st II n’est pas spéciale.

Hompe)((IT*")", Hys(He 3 Sym V(1)) = {
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Ce qui combiné au corollaire donne :

Corollaire 12.8. — Soit A € Py tel que w(\) # 1. Soit 11 une L-représentation de Banach
unitaire, admissible et absolument irréductible de G. Alors, en tant que L-représentation de 9,
on a

12

V)\ H:H)\
HomigIT  FA(Ee: Sym (1)) { 2 sl

0 st IT n’est pas spéciale.
Rappelons que pour x € {ét,pét} on a
Hy(He; Sym V(1)) = €D Hi(He; Va(1)),
)\EP+
Ainsi, il suffit de calculer les entrelacement avec Hi(Hc ; VA(l)), comme on le fera.

12.3.1. Réduction de l’entrelacement dérivé. — On commence par un lemme pour montrer
qu’on peut se ramener au calcul dans la catégorie dérivée.

Lemme 12.9. — Soit A € Py tel que w(\) # 1 et soit Il une L-représentation de Banach
unitaire, admissible, absolument irréductible de G. Alors

Hom g((IT*")", Hl4(He 3 Va(1))) = Hom ((IT*")'[—1], RTpe(He s VA(1))),

pét

Remarque 12.10. — Dans le cas on w(\) = 1, le H? n’est pas nul et ce résultat est faux.
Dans le cas des coefficients non-triviaux, toute I'information du complexe proétale est contenue
dans le premier groupe de cohomologie.

Démonstration. — Notons H;ét = Héét(HC; V,\(l)) et RIL¢ = Rrpét(HC; VA(l)). On a une

suite spectrale qui calcule le terme de droite

i+1,5 . i an j it+] = an
By ExtifL (I B, ) = HRHom g ((11*")[<1], RTpe).

Or, puisque Héét = 0si j # 0 d’apres le corollaire cette suite spectrale est concentrée sur
la colonne j = 1 et dégénere dés la seconde page. On en déduit le résultat, puisque le seul terme

qui contribue au H & droite est Hom L[G]((Hlan)’ ) H%)ét). O

12.3.2. Le cas II = Hz. — A partir de la définition de la cohomologie syntomique et de
I'isomorphisme de comparaison, on déduit de la proposition la proposition suivante. En
combinant cette proposition au lemme [12.9] on obtient la premiere partie du théoreme

Théoréme 12.11. — Soit A€ P, et L € L, alors
Hom (("*"113)'[~1], RLpe(He ; Va(1))) = V2.
Démonstration. — Notons II = Hz\: et RI'y le complexe de cohomologie isotriviale de H¢ a
coefficients dans V(1) pour x € {pét,syn, HK,dR}. Par définition on a un triangle distingué
R\ - (RTincd0, B3 - (Rlu, By ) /Fill

On applique RHom( (Hla“)/, ) D’apres la proposition, on a

Hom ((I'"")'[~1], Rluk) = D2,

Hom ((I"")'[~1], RLur) = D}.
On en déduit la suite exacte

0 — Hom ((TI'")'[~1], RTgyn) — X4(D}) — (D} ®g, Big)/Fil".

Or, la derniere fleche provient de l'inclusion naturelle XJ (Dé) — (Dz ®q, B(J{R), donc la
définition de VE‘ assure que

Hom ((II'"")'[~1], Rlgy) = V2.
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Mais la suite spectrale E;J qui calcule le terme de gauche est nulle en dehors des colonnes
j = 0,1 en vertu du corollaire Finalement, le théoreme [6.1] nous donne un isomorphisme

Hom ((I1"™)'[~1], RT'yy,) & Hom ((II*")'[~1], RTz,),

ce qui acheve la preuve. O

12.3.3. Ezclusivité. — On montre maintenant la seconde partie du théoréme [12.7]

Proposition 12.12. — Soit A € Py tel que w(\) # 1. Soit I une L-représentation de Banach
unitaire admissible absolument irréductible de G. Si Il n’est pas de la forme Hé, alors

HomL[G]((Hlan)la Hll)ét(HC§ V)\(l))) =0.

Démonstration. — On utilise la suite exacte du corollaire [[2.5] issue du diagramme fondamen-
tal, pour obtenir une suite exacte courte :

0= QL Wy—H)y = K—=0
ot K = Ker(By®g,w) — Q%\@L (Stl)\alg)/). De plus, la dualité de Morita assure que w)y = (Stl/\"m)/
et comme IT'" 2 W, puisque IT est supposé unitaire on obtient des plongements fermés

(12.4) Hom g((IT*")", H)y, ) < Hompg(IT*")’, K) — Hompg(Sty™, ") @g, Ba.

Montrons que si IT'#8 = 0, alors HomL[G](Stlfn, Hlan) = 0. Puisque d’apres le lemme on a

la suite exacte
Fyw(d)
0 — St§'8 — Stlen LCAPESNY -2 S 0,

et que Hom L[G](Stlflg, I'") = Hom L[G](St?lg, I1'#18) = 0, on en déduit que
HomL[G](Stl)\an , Hlan) = HOH]L[G}(B)‘, Hlan)‘

Il faut justifier que Hom L[G](B’\ , Hlan) = 0. Soit B* — II'*" une application L-linéaire, continue
et G-équivariante. Par la propriété universelle du complété unitaire universel, la composée B* —
IT'an < TT se factorise & travers le complété unitaire universel de B*. Or, ce complété est nul
d’apres le critere donné par [23, Lemma 2.1] et donc la fleche initiale B — TI'*" est nulle.
Supposons que HomL[G]((Hlan)’ ) Hgét) # 0. On a montré que II*& £ 0, ce qui si-
gnifie que le socle de II'™" est contenu dans IT'8. On déduit de I’injection que
HomL[G](Stljm, Hla“) = 0. Soit f: StlAan — II'™ une application non nulle. Le socle de Stl/\a‘n

est Stl)\alg mais comme f # 0 et HomL[G](BA, Hlan) = 0, f se restreint en une application non

nulle Stl/\alg — IT'®™ qui est injective puisque Stl/\alg est irréductible. Cette application induit, en

composant avec I'injection II*" < II, une injection Stl;:ﬂg — II. Mais d’apres [14, Theorem

1.3], les complétés unitaires admissibles absolument irréductibles de Stl/\alg sont les Hé et on en

déduit qu’il existe un £ € L tel que Hé =~ 1.
O

12.3.4. Le cas réductible. — Dans le cas o w(\) = 1 les représentations V2 et II} sont
réductibles et le théoreme [12.7] et son corollaire tombent en défaut sous cette forme puisque
comme Hgét(]H[c ; Qp()\l)) = (0. Néanmoins, a partir du théoréme on peut toutefois calculer
la multiplicité d’une représentation indécomposable de G’ dans le complexe de cohomologie étale
et obtenir le résultat attendu. On n’obtient qu’une exclusivité partielle que 1’on énonce a 1’aide
de la théorie des blocs de Paskunas (cf. [36]).

Proposition 12.13. — Soit A € Py. Soit Il une L-représentation unitaire, admissible et
indécomposable de G, alors
VE‘ si 11 est de la forme Hz,

H I'[-1], RTg(He; Va(1))) =
om( [—1] t( ¢ Va( ))) {O st IT n’est pas dans le bloc de la Steinbery.
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Démonstration. — On a démontré ce résultat dans le cas ot w(A) # 1 donc on peut supposer
w()\) =1 et méme A\; = 0, quitte a tordre par une puissance du caractere cyclotomique. Notons
H), = H’ét(HC; Qp(l)), alors la suite spectrale
1 ™ . o
By Bt (I, Hy ) = H"/RHom(II'[-1], RT)
nous donne la suite exacte courte

0 — Exty (I, He) — Hom (I'[~1], RTe) — Hompg(Il', He) — 0,
ot Hg := Hom (II'[-1], RI). Puisque HY, = L(1) et H} = (Sto)/, la suite exacte ci-dessus
s’écrit

0 — HY(G; IT)(1) = Hg — Homp (St , 1) — 0.
e Si II n’est pas dans le bloc de la Steinberg, alors HomL[G](St%, H) = 0 et comme la

représentation triviale est aussi dans ce bloc, on obtient Hl(G; H) = 0. Ainsi Hg; = 0 dans
ce cas.
e Supposons maintenant que Il = H[EO’H pour £ € L. On obtient la méme suite exacte que

précédemment pour la cohomologie proétale :

0 — HYG; I1"™") (1) — Hpg — Homy (1), Hiy) — 0.

Montrons que HomL[G}((Hlan)/, Héét) =~ Hom L[G](Stoo, Hlan). On a une fleche naturelle, qui
provient du diagramme de la proposition [12.4]

Hom g (T1*")", Hpe) — Hompg(St™, T1*%).

Pour montrer que cette fleche est un isomorphisme on considere le diagramme commutatif
suivant :

HomL[G](H/’ Hét) — HomL[G](StO, H)

! !

HOmL[G}((Hlan),, H%)ét) E— HomL[G](StOO, Hlan)

~

La fleche horizontale en haut est un isomorphisme, puisque Hét = (Sto)/. Comme St° est le
complété unitaire universel de St et IT celui de T d’apres [10], la fleche verticale de droite
est un isomorphisme. Finalement, d’apres le corollaire la fleche verticale de gauche est
un isomorphisme. On en déduit que la fleche horizontale en bas est un isomorphisme, comme
on voulait.

D’apres le théoreme on sait que Hpg = E[O’l] et on obtient un diagramme commu-
tatif, 9p,-équivariant a lignes exactes

0 —— HYG; I)(1) Hy; Homy,g(Sty , ) ——— 0

| |

0 —— HYG; ) (1) —— V2 —— Hompg (St , ) —— 0
Pour justifier que la fleche verticale de gauche est bien injective, il faut montrer qu’une
extension de L par II, qui se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques, est
scindée. Supposons que E est une L-représentation de Banach unitaire de GG, extension de L
par IT :
0—-II—-E—L—0.

Supposons que cette extension se scinde lorsqu’on prend les vecteurs localement analytiques,
i.e. E2» = T80 ¢ 1, On prend maintenant le complété unitaire universel pour obtenir E 22
@ L (cf [10]), c’est-a-dire que 'extension initiale était scindée.

De plus, notons que HomL[G](Stf, H) est un L-espace vectoriel de dimension 1 et donc
Hl(G; Hlan) est un L-espace vectoriel de dimension 1. Mais a partir du diagramme, on ob-
tient de plus que Hl(G ; H) est un L-espace vectoriel de dimension 1 puisque s’il était nul,
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on obtiendrait une injection %p,-équivariante L — Vﬁ[o’l] ce qui est impossible. Les fleches

verticales dans le diagramme ci-dessus sont donc des isomorphismes et on a bien démontré
0,1
que Hg = VL[ ].

O]

12.4. Entrelacement des VEA

Le but de ce numéro est de montrer le théoréme suivant :
Théoréme 12.14. — Soit A € Py tel que w(\) # 1,
HomL[ng](VL)\, Hlljét(Hc; V)\(l))) = (22)/ D W)\.

une conséquence de ce théoreme et du théoreme [10.1] est la multiplicité étale : en effet, W)
n’a pas de vecteurs G-bornés comme w(\) > 1 et le complété unitaire universel de Zi\: et Hi‘:
comme on I’a rappelé au numéro [12.1

Corollaire 12.15. — Soit A € Py tel que w(\) # 1,
Hompg, (V2 Hg(Hg, ; Sym V(1)) = (I12)"

On supposera toujours que w(A) # 1.

12.4.1. Les L-presque-C-représentations. — On va utiliser Cy, la catégorie des L-presque-C-
représentations, construite a partir de la catégorie des presque-C-représentations (cf. [27]), noté
C, munis d’une structure de L-espace vectoriel. Comme pour les presques-C-représentations, Cy,
est muni d’une L-hauteur hj, et d’'une dimension principale d. Si X et Y sont des L-presque-C-
représentations, les groupes Exte, (X,Y) sont des L-espaces vectoriels de dimension finie, nuls
sin >3 et pouri=0,1,2, on a une dualité parfaite
Extg, (X,Y) x Ext (Y, X(1)) = L.
ou X (1) est le tordu de X par le caractere cyclotomique. De plus, on a une formule d’Euler-
Poincaré qui s’écrit x.(X,Y) = —hr(X)hr(Y) ou
2
XL(X,Y) = (~1)"dim Ext}, (X,Y).
i=0
Tous ces résultats se déduisent directement des résultats correspondant dans C.

On peut réinterpréter les presque-C-représentations (et surement aussi les L-presque-C-
représentations ce qui ne sera pas nécessaires) en termes de fibrés sur la courbe de Fargues-
FontaineArr = AFpc. Notons M la catégorie des Opp = Oxpp-modules cohérents %Qp—
équivariants sur la courbe. Cette catégorie a une théorie des pentes de Harder-Narasimhan

et on peut considérer la sous catégorie M* C M des fibrés effectifs, i.e. ceux qui sont de pentes
positives (cf. [25]). On rappelle le théoreme A de [28] sous la forme d’une proposition

Proposition 12.16. — Il existe un foncteur F — HO(XFF; ﬁ) de sections globales, a valeurs
dans C, qui induit une équivalence de catégories M+ = CT.

Soit d = [L := Qy), alors par hypothese, les presque-C-représentations qui apparaissent dans
le diagramme sont les suivantes :
e B)\(L) = B\ ®q, L de dimension principale d - w()) et de L-hauteur 0,
° Uf\(L) = Ug ®q,» L, pour i = 0,1, de L-hauteur 1 et de dimension principale % cw(A);
rappelons qu’on a la suite exacte

0— szthﬂt;’m_l —US — By — 0,

e Q) =B,\(L)/Ui(L) pour i = 0,1 est de L-hauteur —1 et de dimension principale % ~w(N)

On commence par un lemme préliminaire :
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Lemme 12.17. — Soit V. wune L-représentation de %y, de dimension finie et U €
{UR(L), BA(L), BA(L)/US(L)}. Alors
Extg (V, U) = 0.
Démonstration. — On pose w = w(A), il suffit de montrer le résultat pour A; = 0, quitte
A tordre par tM (ainsi w = o). En utilisant la dualité de Poincaré, il suffit de montrer que
HomcL(U , V) = 0. Commencons par le montrer pour UR(L) ce qui revient a le montrer dans C
pour U = U?\. Or U est une presque-C-représentation effective et on utilise la proposition |12.16)
ce qui donne
HY(Xpr; O(2H)) = U, HYApp; O®q, V) = V.
Comme % >0,ona
Hom,y(O(241) , 0 0, V) =
Ainsi, d’apres la proposition|12.16} a fortiori Home(U , V) = 0 et de méme Home, (US(L), V) = 0.
Pour U = B, comme on a une surjection Ug — B on en déduit une injection
HomC(B,\, V) — Homc(Ug)\, V) =0,
et donc Homc(BA, V) = 0 et de méme HomcL(BA(L), V) = 0. Finalement, la surjection
BA(L) — Q% donne l'injection
Home, (@Y, V) < Homg, (BA(L), V) =0,
ce qui démontre que HomcL( 9 V) =0. O

Lemme 12.18. — Soit V = Vﬁ. Alors on a
1. Homyp,| [“a, ](V UA( )) est un L-espace vectoriel de dimension 1 pour i = 0,1,

2. Homypjy, (V' Ba(L)) et ExtlL[gQ ](V, BA(L)) sont des L-espaces vectoriels de dimension 1.
D
3. ExtL[gQ ](V, UQ(L)) est un L-espace vectoriel de dimension 3,
P

4. EthL[%Qp](V, Qg) =0 et HomL[g@p](V, Q(/{) est un L-espace vectoriel de dimension 2.

Démonstration. — On omettra les indices de Hom et Ext, qui sont tous dans la catégorie Cy,.
Comme précédemment, posons w = w(\) et supposons que A1 = 0 (ainsi w = ) ; le cas A\ > 0
s’en déduit directement en tordant par un caractere.

(w+1)/2 wfl)/ZeT

e Rappelons que D¢ (V*) = Spy(w)* = Lef & Le} avec ¢(ef) =p es, pler) = pl
Nejy = e} et Net = 0. De plus, B = Bl[u] avec Nu = —1 et ¢(u) = p. On commence par

remarquer que, comme V est semi-stable, on a
* ~ * N=0 * * *
|4 ®Qp Be = (SPL(’UJ) ®Q2r B;_t) = echr(L) (S5 (60 + uel)Bcr(L),

ce qui donne
w+1

V* (B+) ( (L))SD =p? (Bcr(L))<p2:1’
Vv @g, (BL)T T = (Ba(L)? T @ (Bu(D)”

. . . . =p—2 p2=p? .
Ceci nous donne le premier point puisque ( (L )) et (B (L)) n’ont pas d’inva-
(

12

2_
riants sous ¥, et les invariants sous ¥, de (B L)) ~ sont L.

e Passons au point 2. Comme V est de Rham, on a
V* @ By(L) 2 Fil°(Dar(V*) @1 Bar(L)) /Fil* (Dar(V*) @1 Bar(L)).
On choisit une base compatible avec la filtration Dgg (V*) = Lf,, @ Lfo, ce qui donne
Fil’(Dgr(V*) ®g, Bar) =t fuBir(L) & foBir(L),
Fil (Dar(V*) ®qg, Bar) = fuBix(L) &t foBlx (L).

Donc V* ®q, By = fult "By & foBw, dont la premicre composante n’a pas d’in-
variant sous %p, et la seconde a exactement L comme invariants sous %p,; ainsi



70

ARNAUD VANHAECKE

Hom(V, B A(L)) = L. Pour la seconde partie du second point on remarque que xr(V,By) =0
mais comme par le lemme Ext*(V, BA(L)) = 0, ceci donne dimy, Ext'(V, By(L)) =
dimyp, Hom(V, B ,\(L)) =1, ce qui finit la preuve du second point.

Pour le troisitme point, la formule d’Euler-Poincaré donne xr,(V,U%(L)) = —2. Le lemme
donne Ext*(V', US(L)) = 0. Donc dim, Ext'(V', U(L)) = 2+dim; Hom(V', U(L)) =
3 en vertu du premier point.

Le dernier point est plus délicat, commencons par montrer que les deux énoncés sont
équivalents. La formule d’Euler-Poincaré nous assure que

xe(V, Q) =2
et, par le lemme Extz(V, QE{) =0, ce qui donne
dimy, Hom(V, Q(,J\) =2+ dimp, Extl(V , Q(/)\).
Il reste & montrer Extl(V, Q())\) = 0. On applique Hom(V, . ) a la suite exacte courte
0 — US(L) = By(L) — QY — 0,
pour obtenir la suite exacte
Ext'(V, US(L)) — Ext!(V, BA(L)) — Ext'(V, Q%) — 0,

olt le zéro & droite provient de Iannulation de Ext*(V', US(L)) donnée par le lemme [12.17] 11
suffit de montrer que 'application

Ext'(V, U3(L)) — Ext'(V, Bx(L))

est surjective. On applique maintenant Hom(V, . ) a la suite exacte fondamentale (& laquelle
on a appliqué - ®Q,» L)

0= L-t§7't = U(L) = Ba®g, L—0,
pour obtenir la suite exacte
Eth(V’ UR(L)) - Eth(V, By ®Qp2 L) — Ext2(V, L- t;”’lt)_

Mais par la dualité ExtQ(V, L. t;”_lt) = Hom(L . t;”_lt, V(l)) = 0 puisque les deux
représentations sont irréductibles et ne sont pas isomorphes. Ainsi Extl(V, Ug(L)) —
Extl(V, B, ®Q,» L) est surjective. Il suffit de montrer que 'application naturelle

g: Ext{(V, BA(L)) = Ext(V, By®q,, L)

est un isomorphisme; elle est induite par la surjection naturelle p: By ®q, L = BA(L) —
B ®Q,2 L. Tl existe o’ € B:{R et a € L tel que le noyau de p soit engendré par e := o/ ®1—1®a,
i.e. Kerp =e-By(L). Notons que %, agit non-trivialement sur e au travers de son quotient
non-ramifié %y, — Z/2Z (soit au travers du caractere non-ramifié y2). Ainsi, par la suite
exacte longue que I'on obtient en appliquant Hom(V, ) a

0 — Kerp — B)\(L) — B ®Qp2 L —0,

il suffit de montrer que Extl(V , Ker p) =0et ExtQ(V , Ker p) = 0. Or, d’apres le lemme
EXtQ(V@)Xg ) B,\(L)) = 0 et comme x1,(V,Kerp) = 0, il reste & montrer que Hom(V, Kerp) =
0 pour conclure, ce que 'on fait par la méme méthode que pour le second point. En gardant
les mémes notations, on obtient

V* ®q, Kerp = ef,t"“By(L) ® efoBa(L),

qui n’a pas d’invariant sous g, puisqu’il agit non-trivialement sur e au travers d'un quotient
fini. Ainsi, Hom(V, Ker p) = 0 et on obtient que g est un isomorphisme, ce qui acheve la
preuve du lemme.

O]
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12.4.2. Preuve du théoréme — On se donne A € Py et £L € L. On commence par
appliquer HomL[ng](Vé\ , ) a la suite exacte du corollaire Posons

E2 = HOIIlL[ng](Vé\, Q())\),
qui est un L-espace vectoriel de dimension 2 d’apres le 4 du lemme [12.18] On obtient

Proposition 12.19. — On a une suite exacte stricte de L-représentations de Fréchet de G
(12.5) 0 — By @ Wy — Hompg, (V2 Hpe) — (St5™)" — 0.

Démonstration. — Notons V' = VEA et simplement Hom = HomL[ng} et Ext! = Exti[{%p]
comme précédemment. A partir du corollaire on obtient la suite exacte

(12.6) 0= QY@L Wy — Hpyy = K =0

avec K = Ker(B)(L) ® wy — Q}\@L(Stl;dg),). On va montrer que HomL[ng](V, K) =
wy. Comme K — By)(L) ®p wy, on obtient une inclusion HomL[ng}(V, K) < w) puisque
Hom L[ng](V , B )\(L)) = L d’apres le lemme [12.18, On dévisse K ; le lemme du serpent appliqué

au diagramme commutatif suivant

0—— B)\@QPOA/W)\ —_— B)\(%pr)\ E— B)\ ®Qp (Stl:dg), — 0

| | !

0 y K > BA(@pr)\ — QA ®r (Sti\alg)’ — 0.

donne la suite exacte
0 = BA(L)®L0x/Wy — K — U} @ (St28) — 0.
On lui applique Hom(V, -) pour obtenir & I'aide du lemme |[12.18|la suite exacte

(12.7) 0— O)\/W,\ — HomL[ng}(V, K) — (Stl;zﬂg)/ 2) O)\/W)\,

ou la derniere fleche est nulle puisque (Stl/\alg)’ et O)/W, sont deux L-représentations
irréductibles de G non-isomorphes. Or HomL[ng}(V, K) < wy et comme elles ont les mémes
composantes d’apres la suite exacte (¢f. la remarque cette inclusion est un
isomorphisme. Finalement, on applique Hom(V, - ) &[12.6] pour obtenir la suite exacte

0 — B ®1 Wy — Hom(V, Hpg) = (StX™) = 0

puisque Ext!(V, Q?\) = 0 d’apres le quatrieme point du lemme [12.18] ce qui conclut la preuve

de la proposition. O
On peut maintenant démontrer le théoreme [12.14l Notons Hy := Hom (V/\ H, ) 1l

p . L L[ng] L pét/ -
suffit d’analyser ’extension que 1’on obtient dans la proposition Pour commencer, on

applique HomL[G]((Stl/\an)/, . ) a (|12.5)). Rappelons (cf. lemme que Ext! [é]((Stl/\an)/, W,\) o

L
Exthé](W)f , Stlfn) = Hom( ;,L) qui est un L-espace vectoriel de dimension 2. Ainsi,
I’'extension nous donne un sous-espace L - e C P(Hom( . L)) correspondant
a HomL[(Jpr}(Vé\, Hg‘ét) ; on veut montrer qu’il n’est pas nul et que par l’identification
IP’(Hom( s L)) =~ P(L) du paragraphe il correspond & L € L.
Soit £1 € L C P}(L) et considérons I'extension non-scindée associée a £ :
(12.8) 0— Wy — (22,) — (Stf»)" —o.

Alors, d’apres le théoreme et comme les actions de ¢, et G commutent sur H;‘ét, on en
déduit que
L si £1 = ,C,

Homp(S2,)", He) = Hompygy, (V2 Hompia((22,)", Hpa)) = {0 S Ly # L.
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En particulier, 'extension ((12.5)) ne peut pas étre triviale et il reste a justifier que ce n’est pas

I'extension universelle. L’extension universelle (iA)/ est I'unique extension de (22)/ par W et

comme ExtlL[G}(W)\ ; WA) = 0, c’est bien une extension de (22)/ par Wfﬂ. Rappelons que (ik),

est indépendant de £, mais pour tout £1 € L on a un quotient (i)‘)’ — (221)/. Ainsi on ne
peut pas avoir d’injection (Eé)/ — (i)‘)/ et donc en vertu de I'entrelacement calculé ci-dessus,

Hy # (i)‘)/. Finalement, on a montré que

He = (32) @ Wy,

13. Fin de la preuve
Le but de cette ultime section est de finir la démonstration du théoréme principal :

Théoréme 13.1. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de g, de dimen-
sion = 2.
1. 51V est spéciale ou cuspidale, de dimension 2,

Hompy, (V HL (M ; Sym V(1)) 2 (V) @7, JLE(V).
2. Dans tous les autres cas,

Hompy, (V, HY (M ; Sym V(1)) = 0.

Nos efforts précédents ont aboutis au corollaire suivant :

Corollaire 13.2. — Soit 11 une L-représentation de Banach, unitaire, admissible et absolu-
ment irréductible de G, alors
V]\/>[,L L JLﬁ/[ st Il = H}/l,ﬁ spéciale ou cuspidale,

Ho I, HL(MX ; SymV(1))) =
mL[G}( et( ¢ ¢ Sym¥( ))) {0 st I n’est pas du type ci-dessus.

Démonstration. — On utilise les notations du numéro (9.1 D’apres le corollaire il existe
x: Q, — L™ un caractere lisse tel que

HOI’HL[G](H/, Hét) = HomL[G](H/, pHét & (X o V)),

et quitte a tordre par x on peut donc supposer que x = 1. Comme Paction de G est lisse sur
pHét et se factorise par un quotient compact, on a

(13.1) PHg = @ @ PHY[M] @1 JLyy
AEP Me®N},|

ou PH [M] = HomL[G](JL)‘ , PH},). Ainsi, il existe A € Py et M € <I>N|pM tel que
Hom (I, HE) = Homy (I, HY[M]) @1, JLY,

Supposons que cet espace n’est pas nul.
e Si M est cuspidal, alors d’apres le théoreme [11.16} II = Hj/‘,ﬁ pour L C MyR et

HOIHL[G](H,, f{ét) = VJQ,E ®L JL?M

e Si M est spécial, on suppose w(\) # 1 et comme x =1 on a M = Sp;(|A|). Donc H} [M] =
(H),)¢ = HY(Hce 5 Va(1)) (3 partir de Hochschild-Serre, comme Hgt(M%O ; Va(1)) = 0 puisque
w(A) > 1) . Alors, d’apres le théoreme ona Il =1II} pour £ € L et

HomL[G](H', ﬁét) = V2 @ Wy,
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On a déja la premiere partie du théoreme [I3.1] que 'on résume aussi sous la forme d’un
corollaire ; il se déduit a partir des théoréemes et [12.15] Comme la preuve est exactement
la méme que pour le corollaire on se permet de 'omettre.

Corollaire 13.3. — Soit M un L-(p, N,%g,)-module absolument irréductible de pente 1—|\|/2
et L est une L-droite de Myg tel que si M est spécial alors w(\) # 1 (i.e. Vﬁyﬁ est absolument
irréductible), on a

9 /
Hom g, (Ve » Hy(ME 5 Sym V(1)) = 1y 0 © JL;.
En particulier, cet entrelacement n’est pas nul.

On déduit de ces théoremes que la cohomologie étale p-adique a coefficients isotriviaux encode
la correspondance de Langlands locale p-adique pour les représentations spéciales et cuspidales
de dimension 2. Pour finir la démonstration du théoreme Il reste a montrer qu’a part des
caracteres lisses, le socle de Hét(l\v/loco7 Sym V(l)) ne contient que des représentations spéciales
ou cuspidales de dimension 2 de poids A € P;. On le fait en suivant Uargument de [13] 5.10].

Proposition 13.4. — Soit V une L-représentation absolument irréductible de %y, de dimen-
sion = 2. Si HomLW@p}(V, Hét(l\v/[%", SymV(l))) % 0 alors V est de dimension 2, spéciale ou
cuspidale.

Démonstration. — Comme précédemment, quitte & tordre par un caractere lisse, on peut rem-
placer Mg par PMg¥. Montrons que si V' est une L-représentation absolument irréductible de
%, qui n’est ni spéciale, ni cuspidale ou bien de dimension > 3, alors

Homg, (V, H(PMEF ; SymV(1))) = 0.
Supposons le contraire, on raisonne par contradiction. Posons
TI(V) := Homg, (V, Hi(PME ; Sym V(1)))',

qui définit une L-représentation de Banach contenant un réseau (défini & partir d’un réseau dans
V et des réseaux V;') que l'on note II* (V) et dont la réduction modulo I'idéal maximal my, de
Or, est de longueur finie par le théoreme de finitude : II(V') est donc admissible. Ainsi,
II(V') est une L-représentation de Banach unitaire admissible et de longueur finie. On peut donc
supposer que II(V') contient une L-représentation de Banach unitaire, admissible et absolument
irréductible que I'on note II. On en déduit une injection V' — Homg(ﬂ’ , Hét( &5 Sym V(l)))
ce qui est une contradiction avec le corollaire [13.2] O
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